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I.  Suivant  la  notation  en  usage,  les  coordonnées  d'an  point 
for  an  plan  sont  représentées  par  les  lettres  x  et  y,  et  les  coor- 
données d'un  point  dans  l'espace,  par  x,y9  z;  dans  la  mé- 
thode des  homogènes,  les  coordonnées  d'un  point  sur  un  plan 

X     Y 

sont  représentées  par  les  rapports  -,  -;  et  celles  d'uu  point 

X     Y     Z 

dans  l'espace,  par  les  rapports  -,  -,  -;  z  et  u  étant  des 

nombres  quelconques.  Ainsi,  pour  passer  de  la  notation  or- 
dinaire à  celle  des  homogènes ,  il  suffit  de  remplacer  dans  les 

équations  x  et  y  par  |,  ^,  ou  bien  x,  y,  z  par  J  •£,  î5 

et  il  suffit  de  supposer  a  =  1  ou  u=  1  pour  venir  de  la  nou- 
velle notation  à  l'ancienne.  L'avantage  de  cette  nouvelle  no- 
tation est  de  donner  aux  résultais  une  forme  symétrique  et 
de  pouvoir  appliquer  aux  équations  les  propriétés  analy- 
tiques des  fonctions  homogènes.  Nous  allons  donner  quel- 
ques exemples.  C'est  dans  l'ouvrage  de  M.  Plucker ,  conte- 
nant son  système  de  géométrie  analytique  (1835),  que  je  trouve 
les  premières  applications  de  cette  méthode.  * 
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IL  Problème,  Trouver  l'équation  d'usé  droite  passant 

par  les  deux  points  [-,< '-,  \  et  ^,  -  j. 

Solution.  Soit  <r+ex+/z  =  0,  l'équation  de  la  droite, 
on  aura 

&  +  exJ+fit  =0 

rf/'+*r''+/z''=0, 

Il  faut  éliminer  entre  ces  trois  équations  les  deux  rapports 
-;  -;  il  faut  donc,  en  considérante,  e,/ comme  trois  in- 
connues,  que  le  déterminant  soit  nul;  ainsi  on  a  de  suite 

Los  crochets  indiquent  le  binôme  alterné  qu  le  détermi- 
nante) de  deux  lettres,  le  terme  entre  crochets  étant  posiiif  * 
si  l'on  fait  %  s=  z'  »=  *''=  1 ,  on  trouve  la  forme  non  aymé» 
trique  ordiuaire. 

1 II.  Problême.  Trouver  l'équation  d'un  plan  passant  par  les 

troispoints  (-„  -,  -j,  ^„,  ^  ^  (^„  ^  ^j. 

<Sofufton.  Soit  l'équation  du  plan  rfx+e^-|-/2+értt=^; 

remplaçant  successivement  «r,  jr,  s,  u  par  x',y,  s,  u'; 

jc^y,*",  !•'',  on  obtient  trois  autres  équations.  Entre  ces 

d   e    f 
quatre  équations,  il  faut  éliminer  les  trois  rapports  -,  ~,  *». . 

Ces  quatre  dernières  quantités  étant  considérées  comme  des 
inconnues ,  il  faut  que  le  déterminant  soit  nul  i  on  a  donc 

jr[/sV]  +x[xm7fu"]  +z[x»yu']  +u[xyz"*]  =  0. 

Les  crochets  indiquant  le  déterminant  de  trois  lettres, 


O  Cto!  •insi  qu'wivdéiicne  aojotmThni  les  fonction*  ermtnériemm§$ ,  nom 
q««,  ttlon  toot»  j««ttc*.  devraient  porter  ces  fonctions,  les  plus  ronurqaobles 
qt'o*  ttnceatre  «tau  rmliso. 
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renferment  par  conséquent  six  termes  $  celui  qui  est  entre 
les  crochets  étant  posiijf,  les  signes  fa  autre?  sunt  compté» 
tement  déterminés, 

IV.  Théorème.  Soit  une  fonction  algébrique,  entière,  ho- 
mogène, de  degré  m,  de  n  variables,  .r,  .r,,  or, jtw  ;  si  Ton 

multiplie  par  xt  la  dérivée  de  cette  fonction  prise  psr  pp* 
port  k  «r<;  puis  par  *>  f  la  dérivée  do  la  même  fonction^-»** 
par  rapport  à  jt0  et  ainsi  des  autres  variables;  la  somme  de 
tous  ces  produits  est  identiquement  égale  à  m  fois  la  fonction. 

Démonstration.  Soit  A*/***/.  . . .  */»  M ,  un  des  termes 
de  cette  fonction;  on  a,  d'après  la  définition  de  l'homogé- 
néité, a+b-\-c r=m;A  étant  un  coefficient  constant, 

et  a,  b,  c,  r,  des  exposants  entiers  positifs,  pouvant  avoir 
toutes  les  valeurs  depuis  0  jusqu'à  m  ;  opérant  sur  ce  mo- 
nôme comme  il  est  énoncé  dans  le  théorème,  on  a  pour  ré- 
sultat mM  $  donc  le  théorème  subsiste  pour  l'ensemble  des 
terme*. 

Observation  1.  Le  même  théorème  subsiste  encore  pour 
des  fonctions  algébriques  fractionnaires  homogènes.  En  effet, 
soit  F  une  fonction  homogène  entière  de  degré  m,  de  n  va- 
riables xn  x» xni  et/*une  fonction  entière  de  degré  m*, 

p 
dea  mêmes  variables;  la  fonction  fractionnaire  j  est  de  de- 
gré m— ni  \  la  dérivée  par  rapport  à  x„  multipliée  par  xg  ; 
donne 

fdx,  dx,  \ 

de  même  pour  xt,  x% etc. 

Réunissant  tous  ces  résultats,  on  obtient  (m— m')  y 

Observation  2.  Le  théorème  s'applique  aussi  aux  fonctions 
t  irrationnelles. 


*\> 
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Y.  Problème.  Soit  X  nue  fonction  algébrique  homogène 

de  degré  m,  de  n  Yariables  xt9  x% x4 ;  et  soft  chacune  de 

cet  yariables  une  fonction  linéaire  de  cette  forme 

xu = akx+àujr-fc& , 

**t  bk,  ekf  étant  des  oonslantes  données  pour  chaque  variable; 

» 

et  -,*%-,  les  coordonnées  du  point  d'un  plan  ;  alors  X=0(1) 

z    z 

est  l'équation  d'une  ligne  de  degré  m  ^trouver  l'équation  de  la 
tangente  à  cette  ligne,  menée  par  le  point  —„  r-  située  sur  la 

Z      2» 

ligne. 
Solution.  On  a  l'identité 

Représentons  par  X„  X. XA  les  valeurs  que  prennent  les 

— £■£ —-  — - •*»- 

tion 

X.X.+X.X.+ X*x»=0;  (3) 

C'est  [l'équation  cherchée  de  la  tangente.  En  effet, x„  x,....xn 
étant  des  fonctions  linéaires ,  cette  équation  est  celle  d'une 

droite.  Si  l'on  donne  aux  variables  xtf  x% xn  les  valeurs 

qui  conviennent  au  point  donné ,  l'équation  (3)  rentre  dans 
l'identité  (2)  ;  donc  la  droite  passe  par  le  point  donné;  et  de 
ce  point ,  passant  au  point  infiniment  voisin ,  soit  sur  la 
courbe,  soit  sur  la  droite,  on  a  la  même  équation 

Xtdxt+  X,rfj?.+ Xndxn=  °  i 

donc  cette  droite  est  tangente. 

Obtervation.  M.  Plocker  donne  cette  belle  démonstration 
dans  l'ouvrage  cité  ci-dessus.  Rien  n'empêche  ceux  qui 
aiment  les  limites  de  les  invoquer.  Il  est  vrai  qu'au  dernier 


instant,  à  la  limite  expirante,  si  Ton  peut  parler  ainsi,  on 
est  en  plein  infiniment  petit;  mais  on  passe  par  dessus  les  yeux 
fermés.  On  a  bien  la  chose ,  mais  avec  l'avantage  de  ne  pas 
en  prononcer  le  nom  ;  avantage  considérable,  qui  compense 
ce  que  la  méthode  a  de  long  et  de  pénible. 
VI.  Exemple.  l°Soit 

Ar,+Rrr4.Cx,+Ar»+Ea:*+F»>=:X=ol 

l'équation  rendue  homogène  d'une  conique,  on  a  pour  équa- 
tion delà  tangente 

af  y 

-79  n  sont  les  coordonnées  du  point  de  contact;  en  faisant 

z     z 

zz=z  z'=  i ,  on  a  l'équation  ordinaire. 

2°  Soit  pxgx% + qx,xi  =  X=0,  l'équation  d'une  conique  ; 
p  et  q  des  constantes  ;  xt,  x%J  .r,,  xA  des  fonctions  linéaires 
de  X,  ^*,  x  ;  l'équation  de  la  tangente  est . 

pXtxt+pX%x%  -f  qXjc%  +  qXAxA  =  0. 

X, ,  X,,  X„  X4,  sont  les  valeurs  que  prennent  les  dérivées 

dX   dX  .      J       .  ""    "         '  . 

■j-V  y- etc.,  au  point  donne. 

Remarque.  En  1844,  M.  Finck  a  attiré  l'attention  des  pro- 
fesseurs français  sur  cette  manière  de  représenter  les  cour- 
bes par  des  fonctions  de  facteurs  linéaires ,  dont  M.  Plucker 
surtout  a  tiré  de  si  fécondes  conséquences  (voir  Nouv.  An- 
naleS)  t.  III,  p.  147).  Les  ouvrages  du  célèbre  professeur 
de  Bonn  méritent  à  tous  égards  les  honneurs  de  la  traduc- 
tion; utile  à  la  science,  mais  ne  servant  pas  aux  cxameiis, 
qui  achèterait  cette  traduction  ? 

7.  Problème.  Mêmes  données  qu'au  problème  5  ;  mais  l'on 
*xh=zakx+bky  +  Ckz  +  dku;  au,  bu  ,  c*  ,  <**sont 


—  10  — 

x    y    z 
des  constantes;  -,  ~,  -  des  coordonnées  d'an  point  dans 
u    u    u 

l'espace;  X=0  représente  l'équation  d'une  surface  de  de- 
gré m\  quelle  est  l'équation  du  plan  tangent  mené  par  le 

x1     y      z' 
point  de  la  surface,  ayant  pour  coordonnées  — , ,  -7  ,  -7  ? 

Solution.  L'équation  (3)  du  problème  5  représente  l'équa- 
tion du  plan  tangent.  Même  démonstration. 

Obêervotion.  Lorsque  toutes  les  quantités  X,  X,,  X....X» 
sont  nulles  simultanément,  l'équation  (3)  disparaît;  c'est  le 
cas  des  points  singuliers  dont  la  théorie  sera  donnée  plus  loin. 

8.  Définition.  So\ipy+ qx=i  l'équation  d'une  droite  mo- 
bile ,  et  F(p,  q)~0  (1)  une  relation  de  degré  m  entre/?  et  q  ; 
la  droite  est  évidemment  l'enveloppe  d'une  ligne  plane; 
l'équation  (1)  est  l'équation  enveloppe  de  cette  ligne;  et 
M.  Plucker  donne  aui  variables/?,  gr,  le  nom  de  coordonnées 
linéaires  pour  les  distinguer  des  coordonnées  ordinaires» 
qu'il  nomme  coordonnées  de  point  (  Punkt-Coordinateo).  On 
voit  que  les  coordonnées  linéaires  sont  les  valeurs  récipro- 
ques des  coordonnées  à  l'origine  de  la  droite  mobile.  A 
une  ménhe  valeur  de  p  répondent  m  valeurs  de  q  ;  donc 
par  un  même  point  passent  m  tangentes  ;  et  la  courbe  est 
dite  de  m*™  classe,  dénomination  introduite  par  M.  Ger- 
gonne. 

9.  Théorime.  Lorsque  l'équation  enveloppe  est  linéaire , 
l'enveloppe  est  un  point  fixe. 

Démonstration.  Soit  ap4-bq  =1  l'équation  enveloppe  de 
la  droite  mobile  py+qx=\  ;  il  e*t  évident  que  celte  droite 
passe  constamment  par  le  point  qui  a  pour  coordonnées  a 
et  b ,  car  on  a  ap-\-bq=i . 

Observation.  Dans  le  système  usité,  un  point  est  représenté 
par  deux  équations  et  une  droite  par  une  équation  ;  c'est 
le  contraire  dans  lo  système  des  coordonnées  linéaires  :  nue 
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droite  est  représentée  par  deux  équations,  p**a ,  qmb ,  et 
un  poiot  par  une  équation ,  ap+bq=zi . 

10.  Problémt.  Mêmes  données  qu'an  problème  5  ;  l'on  i 
xu  ss  ûk p  +  bu  q  -f-  Chr-y    <z* ,   ** ,  ck  sont  trois  ogb» 

stantea  $  -  »    -  sont  les  coordonnées  linéaires  de  la  droite 

r       r 

mobile  -y+  -  x=  1  ;  X  =  0  (1)  est  l'équation  enveloppé 
r  r 

d'une  courbe  de  m*™  classe  ;  étant  données  les  coordonnées 

linéaires   3,3,  satisfaisait  à  l'équation  X=0,  trouver 

l'équation  correspondante  du  point  de  contact 

Solution.  J/équation  (3)  du  problème  5  représente  l'équa- 
tion enveloppe  du  point  de  contact.  En  effet,  cette  équation 
est  linéaire  en  p  et  q  $  elle  représente  donc  un  point  (9)  ;  et 
on  démontre,  comme  pour  le  problème  5,  que  ce  point  ap- 
partient à  deux  droites  mobiles  infiniment  voisines. 

Observation.  L'équation  (3)  peot  se  mettre  sous  la  forme 

p/,+Qî=1  >  p  et  Q  étant  des  fonctions  de  p-   et    de  ^  \ 

r  r 

donc  x=Q  ;  y=P  sont  les  coordonnées  ordinaires  du  point 

p'     <?' 
de  contact ,  éliminant  ~ ,  s-  entre  ces  deux  équalions  et 

l'équation  X=*0,  où  p,  q,  rsont  remplacés  par/?',  q\  r\  on 

obtient  une  équation  en  x,  y,  qui  est  celle  de  l'enveloppe 

en  coordonnées  ordinaires. 

(La  suite  prochainement.) 


QUESTION  D'EXAMEN  (v.  t.  VI,p.  327). 

Trouver  la  longueur  dune  corde  divisant  la  surface  d'un 
cercle  donné  dans  un  rapport  donné  ;  construire  géométrie 
gfftspqtf  i'équttiou  à  laquelle  on  arrive, 
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Solution.  Il  suffit  de  résoudre  la  question  pour  un  cercle 
d'un  rayon  égal  à  l'unité;  *  étant  Faire  d'un  tel  cercle,  il  s'a- 
git de  trouver  la  corde ,  retranchant  un  segment  d'une  aire 
m« ,  ou  m  est  un  nombre  donné  qu'on  peut  toujours  suppo- 
ser moindre  que  ~;  cela  posé,  soit  x  l'arc  cherché,  on  aura 

l'équation 

2rmz=x — sinx. 

11  se  présente  trois  moyens  jle  résoudre  cette  équation 
transcendante  : 

1°  Par  ta  règle  de  faune  position.  On  cherche  dans  la  table 
des  valeurs  métriques  des  arcs  une  valeur  surpassant  un  peu 
2/mt,  et  on  en  retranche  le  sinus  ;  on  trouvera  facilement  la 
valeur  de  x  à  un  degré  prés;  puis  à  une  minute  prés,  etc.; 
on  devra  étudier,  pour  l'emploi  de  cette  méthode,  le  cha- 
pitre XXII  de  VFntroductio  in  analysin.  Ce  chapitre  porte 
pour  titre  :  Solutio  nonnullorum  probkmatum  ad  circulum 
pertinentium  ; 

2°  Par  h  retour  des  séries.  On  a 

a?       xs 

*m" Î3Ï+[5i-etC' 

On  résout  ce  genre  d'équations  infinitésimales  par  la  méthode 
connue  sous  le  nom  de  retour  des  séries  \  on  développe  x  dans 
une  série  infinie,  procédant  suivant  les  puissances  de  2*1*. 

3°  Par  construction.  On  construit  la  courbe  transcendante 
y  —  x  —  sin x;  il  suffit  de  construire  une  sinussoïde  sur  la 
bissectrice  y—x  ;  la  courbe  formée  d'arcs  égaux  qui  se  ré- 
pètent indéfiniment  est  renfermée  entre  cette  bissectrice  et 
une  tangente  parallèle  à  cette  bissectrice  ;  menante  une  dis* 
tance  2mn  de  Taxe  des  x  une  parallèle  à  cet  axe,  l'abscisse 
du  point  d'intersection  donne  la  valeur  cherchée  de  x. 

Observation.  Costa  tort  qu'on  a  mis  dans  l'énoncé  le  mot 
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géométriquement  y  car  ce  mot  ne  s'applique  ordinairement 
qu'aux  problèmes  qu'on  peut  résoudre  avec  la  règle  et  le 
compas,  ce  qui  est  impossible  ici. 
Exemples  : 

m=i;  x  a  149° .  16'.  87";  corde  de  cet  arc  =  1,9285340, 

3 

ma?  \  x  «  «a* .  atf.  47";  corde  de  cet  arc  - 1,8295422 
(voy.  t.  V,  p.  15a),  •  «  • 


SOLUTION  DU  PROBLÈME  173  (t.  IV,  p.  455), 

*A&  M.  A.  VACHETTE, 

Licencié  es  sciences  mathématiques  et  physiques. 


Une  droite  de  longueur  déterminée  étant  divisée  en  m 
parties  égales  par  des  points  rouges ,  et  en  n  parties  égales 
par  des  points  noirs ,  trouver  la  plus  petite  distance  entre  un 
point  noir  et  un  point  rouge. 

On  suppose  nécessairement  metn  premiers  entre  eux  ; 
s'ils  avaient  un  plus  grand  commun  diviseur  d,  il  y  aurait 
d  coïncidences  d'un  point  noir  avec  un  point  rouge. 

Soit  m<Cn;  chaque  division  rouge  est  —    de  la  droite , 

m 

et  chaque  division  noire  en*  est  -.   Du  numéro  0  au  na- 
zi 

méro  1  rouge ,  il  y  a  autant  de  divisions  noires  que  d'entiers 

dans  le  quotient  —  :  —,  ou  dans  —  ;  si  /i=wi<7-f-r,  il  y  aura 
m    n  ni 

q  divisions  noires,  et  entre  le  qème   numéro  noir  et  le 

/• 
1^  numéro  rouge  la  distance  sera  la  fraction  —  de  la 
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droite;  eotrcle  <lq*»  numéro  noir  et  le  2*1" 

2r 
la  distance  — ;  cotre  le  ma**»  numéro  noir  et  le  m*"  nu 

mn  * 

méro   (  extrémité  de   la  droite  ) ,    la    distance  — -  =— 

7  mn      nm- 

égale  1  r  divisions  noires.  Gomme  netm,  r  et  m  sotfL 
premiers  entre   eux  ;   donc  les  nombres  r,  2r,  3r  .  .  • 
...(»»— l)r   divisés  par  m  donneront,    dans  on  ordr» 

quelconque,  les  restes  différents  1, 2,  3 (m — 1);  la  plus 

petite  distance  entre  un  point  noir  et  un  point  rouge  répon- 
dra à  celui  des  nombres  r,  2r,  ....*(m  —  i)r,  qui,  divisé 
par  m ,  donne  le  reste  1. 

Cette  plus  petite  distance  est  double ,  car  on  peut  commen- 
cer par  lune  ou  l'autre  des  extrémités  de  la  droite. 

Si  71=771-1-1,  on  a  leYcrnier;la  plus  petite  distance  est 
entre  les  deux  premières  divisions,  noire  et  rongé.  Si 
/i=m^-j-t ,  la  plus  petite  distance  a  la  même  position. 

Pour  77i=13  et  n=60,  on  trouve  r=S  ;  c'est  le  nombre 
5rou40qui,  divisé  par  13,  donne  pour  reste  1;  la  plus  petite 
distance  est  entre  le  23***  numéro  noir  et  le  5*"  numéro 
rouge  (*). 


NOTE 

sur  la  surface  du  triangle  sphérique  et  sur  V ellipse  sphérique. 

F  AH.  M.  VABWSOV,  professeur  (Versailles). 

I.  On  trouve  (tome  Y,  page  17)  un  article  de  M.  Ter- 
quem  contenant  la  proposition  suivante  :  Si  on  joint  les 
milieux  771,71  de  deux  côtés  d'un  triangle  sphérique  ABC 
(fig.  1),  qu'à  partir  du  point  R ,  où  Tare  mn  rencontre  le  côté 

(*)  Même  question  pour  la  circonférence. 
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opposé,*»  prenne  RI =mn ,  qu'on  acheté  le  triangle  rectangle 

IKR,  IK  sera  le  -  qués.  Noua  remarqueront  d'abord 

comme  corollaire  que  si  on  mène  un  arc  perpendiculaire  au 
milieu  de  BC,  l'arec  pq  sera  la  mesure  de  l'angle  R  $  on  aura 
dose,  çn  appelant  S  la  surface  du  triangle  spbérlqu*  t 

.   S 
sm  -  =&inmn  x  sinpq. 

Ainsi  le  sinus  de  là  moitié  de  la  surface  d'un  triangle  sphé» 
rîqae  est  égal  au  sinus  de  l'arc  qui  joint  les  milieux  de  deux 
côtés,  multiplié  par  le  sinus  de  l'arc  élevé  perpendiculaire- 
ment au  milieu  de  la  base  jusqu'à  la  rencontre  de  celui  qui 
joint  les  deux  milieux. 

Si  dans  eette  formule  on  suppose  que  le  rayon  de  la  sphère 
db  rie  une  infini ,  en  conservant  aux  côtés  du  triangle  des  lon- 
gueurs finies,  on  devra  trouver  pour  limite  la  surface  du 
triangle  recliligne.  Pour  parvenir  à  ce  résultat»  je  sup- 
guMque  S  représente  la  longueur  de  l'arc  21R,  rayon  1. 

2S 
Xe  rapport  de  S  au  quadrant  sera  donc  —  ;  ce  sera  en  même 

iempale  rapport  du  triangle  proposé  au  triangle  trirectangle. 

Or  ce  tlernier  triangle  a  pour  mesure  — ,  donc  la  surface  du 
triangle  donné  sera  représentée  par  SR'  ;  je  désigne  ce  pro- 
doit  par  £;  j'aurai  donc  S=  g;i  Je  désigne  par  &  et  A  les 

longueurs  des  arcs  mn  et  pq.  Pour  le  rayon  R ,  les  arcs  sem- 

b 
blables  à  ceux-là  pour  le  rayon  1  seront  représentés  par  j? 

et  -.   Nous  aurons  donc  pour  une  valeur  quelconque  de  R 
R  • 

S  b     *      h 

l'équation  sin  — ;  =  sin  -  sin  ?r.  On  peut  la  mettre  sous 
la  forme  suivante  : 
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(àf  (iï  ®' 


Si  maintenant  on  suppose  R  infini ,  on  aura  2ss8M,  ce 
qu'il  fallait  trouver. 

H.  On  peut,  en  partant  du  même  principe»  démontrer 
flans  le  secours  du  calcul  cette  formule  que  donne  Legendre  : 


•    ^       y&mpsin(p— à)sin{p— b)s\n(p~- c) 

2  abc' 

2cos  -  cm  r  cos  -- 
2        2       2 

Pour  cela,  soit  ABC  (fig.  2)  un  triangle,  oD  une  perpen- 
diculaire menée  à  son  plan  par  le  centre  du  cercle  circon- 
scrit ;  concevons  une  sphère  ayant  son  centre  en  D ,  et  sent 
A'B'C  la  projection  centrale  du  triangle  ABC  sur  cette 
sphère ,  m',n  les  projections  des  points  M  et  N,  milieux  de 
AB  et  de  AC  ;  cherchons  le  volume  de  la  pyramide  DABC  ; 
elle  équivaut  évidemment  à  quatre  fois  la  pyramide  DMNA  ; 
or  cette  dernière  a  pour  mesure  le  triangle  DMN ,  multiplié 

par  le  -  d'une  perpendiculaire  abaissée  du  point  A  sur  le 

plan  DMN  ;  mais  le  triangle .  • 

b        c 
r™*  ™t  •      t  i      DA.acos  -  cos  -  sinM'N' 
™™      DM.DNsin//*W  2       2 

DMN  = =— , 

2  2 

et  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  H  sur  le  plan 

DMN=DA.sinR*=DA.cos^  sinR; 

2 

.  XT      2DA.3         a        b        c    .      ,  ,  .  _ 

donc     V  =  — r —  cos  -  cos  -  cos  -  sinraVsinR  ; 
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S 
mais  sin/a'/z'sinR = sin  -  ; 

.  _       2DA*       a       b       c   .    S 

donc  V=      ^    cos -cos -cos-  sin  -. 

3  2       2       2       2 

Mais  on  connaît  une  autre  expression  de  ce  même  volume , 

savoir  : 

DA1  . 

— -  |/sio/7sin(/7— a)sin(/»— b)sm[p — c; 
o 

donc      sin  5  =  ^si*P*in(P^)sin(P^)sin(P'-c) 
2  _      ■■  a       b        c 

2cos  -  cos  -  cos  - 


Remarque.  Si  on  divise  cette  équation  membre  à  membre 
par  celle  qui  donne 


sinA=    .      . —  l/$\nps\n{p—a)sin(p—b)sin(p—cj , 

on  trouvera 

.    b  .    c    .    . 
c        sin  -•  sin  -  sinA 
.S  2       2 

sin  ••  =e  •■  ■ 

2  a 

cos- 

2 

Quand  on  fait  r=  *  ,  on  retrouve  la  formule 

tasinA 

Cette  dernière  formule 

b  c 

sin  -   sin  ~  sinA 
.S  2  2 

sin  -  as , 

2  a  ' 

cos  - 
2 

Peut  aussi  se  démontrer  par  la  méthode  des  projections  cen- 
trales. En  effet ,  si  on  se  reporte  à  la  flgare  précédente ,  on 
^oitqae  le  volume  de  la  pyramide  a  encore  pour  mesure  le 

AUX.  DI  MATMttf .  vu.  2 
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triangle  ABD  multiplié  par  le  -  de  la  hauteur  da  poiqt  U 
aa-d<*sus  do  plan  de  ce  triangle.  Or  le  triangle 

ABD=^ 
et  la  hauteur  =  ADsinfotnA  ;  donc 


Psi  AD'iIncsfcikloA; 
o 


mais  déjà 


_       «DA»        a        b         e    .    S 
V=-r  eos5cw5cos-  smi5 

b        c 
8      sin  -  sin  -  §ipA 

donc  -  = . 

2  a 

COS   - 

2 

Si  on  appelle  h  la  hauteur  du  triangle  tombant  sur  le  côté  < 

.   .       sinA 
on  aura  sinA  =  -r-r5 
smt 

s       tin  -  sinA 
d'où  sin  - 


*       A      b       a 

2COS-COS- 

2       2 


III.  On  démontre  dans  la  géométrie  plane  que  le  produit 
des  (rois  côtés  d'un  triangle  =  4  fois  sa  surface  par  le  rayon 
du  cercle  circonscrit.  Nous  allons  chercher  le  théorème  ana- 
logue dans  le  triangle  sphérique,  à  l'aide  de  la  construction 
ci-dessus  employée. 

Le  volume  de  la  pyramide  DABC  est  égal  à  — ^ —  ;  mais 

«s 

si  on  prend  DA  pour  unité  et  qu'on  désigne  par  p  la  distance 
polaire  du  cercle  circonscrit  au  triangle  ABC ,  on  aura 
Dossinp,  donc 
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mais  déjà  on  a  trouvé 


donc 


V  =  gcos-cos-cos-sin-; 

a        b        c   .    S 
^        2cos  -  cos  -  cos  -  sin  - 

fà= a    a    2    a 


SlOp 

donc  l'équation  AB.AC.BC  =  2.D.ABC ,  devient  en  y  rem- 
plaçant ABC  par  cette  valeur  et  AB...  par  2 sin  -,  etc.... 

abc  .S 

2tang-tang-  tang  -  =  tang  p.sm-, 

d'où,  en  ayant  égard  à  la  valeur  trouvée  pour  sin-,  on 

tire: 

.    a    .     b    .    c 

2sin-  sin  -  sin  ~ 

2        2        2 

tangp=; 


V/sin/i  sin  (p — a)  sin(/*— b)  sin  {p — c) 


S 
On  aurait  encore  pu  remplacer  sin  -  par 

â 

sin  -  sinA 
2 


2C0SJC0S- 


alors  on  aurait  eu 

b       a  c 

2sin  -  sin  -  tangpsinAcos  -  ; 

si  on  fait  r=  ao ,  on  retrouve  le  théorème  :  Le  produit  de 
deux  côtés  d'un  triangle  égale  le  diamètre  du  cercle  circon- 
Krit,  multiplié  par  la  hauteur  relative  au  3e  côté. 
IV.  Problème.  Connaissant  les  trois  côtés  d'un  triangle 


—  20  — 

sphérique,  trouver  les  distances  polaires  des  cercles  inscrits 
et  ex -inscrits. 

Soit  0,  fig.  3 ,  le  pôle  du  cercle  inscrit ,  r  sa  distance  po- 
laire, on  a  dans  le  triangle  rectangle  AOC  : 

j± 
tangrsinAC.  tang  -  ; 

A 

mais  AC  est  égal  kp—a;p  désignant  le  -  périmètre  et 

a 


on  a  donc 


A        \     /sm(o— 0)sm(p — c) 
tang-  =  \/  — r- — .  ,        s    ; 
°  2         V        sin/jsm(/j— a) 

lanffr=  \   /sin (/»—*) ^(p^c)s\np^à) 
y  sinp 


On  trouve  des  formules  analogues  pour  les  rayons  des  cercles 
ex-inscrits  rW",  et  par  suite,  on  a  la  relation 

tangr.  tangr*.  tang  r"  tang  r"'  = 
=  s\nps\n(p— a)s\n(p— b)$\n{p— c), 

et  tangr:  tang/7:  tangr':  tangr"':: 

11  1  1 

•  •  — — —  •  .,  •  __^_______   •  . 

■*  sinp  *  sin(/?—a   "  &\n{p—b)   '  sin(p— c)* 

mais  on  peut  remplacer  le  produit  simplifié 

s\n(p — a)s\n(p — b)$in(p—c) 

.      .  a         *       .  c    .  ,  S 
par  4cos  -  cosa  -  cos  -  sin1  -,- 

2  2         2  2 

on  aura  donc 

tangp.tangp'.tangp'  '.tangp'"  =* 

=  4cos  -  cos  -  cos  -  sin*  - . 
2  2         2  2 

Enfin,  ou  par  une  des  formules  ci-dessus  démontrées 
\/smpsiu(p — a)sin(/?— 6)sin(/>— c)  = ; 
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^             a        *        r4        ».    ^t,      sinVisin'A 
donc        taog  r.tang  r'.  tang  r' .tang"'  = j . 

C'est-à-dire  que  le  produit  des  tangentes  des  distances  po- 
laires des  cercles  inscrits  çt  ex-inscrits  est  égal  au  demi- 
produit  du  sinus  de  la  base  par  le  sinus  de  la  hauteur,  élevé 

au  carré. 

(La  suite  prochainement.) 


THEOREME 

sur  Jet  cercles  oscillateurs  dans  les  coniques. 


Par  tout  point  d'une  conique  passent  quatre  cercles  oscu- 
lateurs;  les  quatre  points  d'osculation  sont  sur  une  même 
circonférence.  (Steiner.) 

1.  Lemme.  Soient 

Ar'+Cx'+Dir+Ex+F=0,-    A^-O'+D^+E'jr+F'^ 
les  équations  des  deux  coniques  ;  les  aies  coordonnés  étant 
parallèles  aux  axes  principaux,  les  points  d'intersection  des 
deux  coniques  sont  sur  une  môme  circonférence. 
Démonstration.  Les  deux  équations  donnent  celles-ci  : 

2Cxa+^D-D0+*(E-EHF— F  '*=0 , 
2Ar*+^(D+D')+o:(E+E')+F+F'=0  j 
d'où 

2AQr,+2\Gra+^  [D(A+C)+iy(C-.A)J  + 
+x[E(A+C)+F(C-A,)]+F(A+C)+F(C-A)=0, 

équation  d'un  cercle. 

Observation.  Si  C=0,  le  cercle  de?ient  une  droite. 

Observation.  Le  lemme  renferme  cet  énoncé  géométrique.- 
lorsqu'une  hyperbole  et  une  ellipse  ont  leurs  axes  printi- 
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paux  parallèles ,  les  points  d'intersection  sont  sur  une  mémt 
circonférence. 

II.  Soit  V'+C.r'-fDr+Ejr^O  l'équation  d'utie  conique, 
les  axes  coordonnés  parallèles  aux  axes  principaux  ;  et  soient 
£,y  les  coordonnées  d'un  point  d'osculalion  d'un  cercle  qui 
passe  par  l'origine  ;  la  droite  qui  passe  par  le  point  et  l'ori- 
gine a  pour  équdtton  yaf^xy,  et  Ja  tangente  en  ce  point 
a  pour  équation 

^(2A/+D)  +  x(2C^+E)  +Dr,+E*'-f  2F=  0  ; 
ces  deux  droites  sont  également  iticlinées  sur  les  axes  prin- 
cipaux; donc 

fjj£g-£,    d'où2A/'-2C:r"  +  D/_E*'=0; 

et  l'on  a  aussi 

2V+  2Gx"  +  2D/  -f  2Ejc'  =  0  ; 
donc,  d'après  le  lemme,  les  quatre  points  d'intersection  sont 
sur  une  même  circonférence.  Tm. 


EXPRESSION 

de  chaque  racine  des  équations  du  2*1*,  Zèm*  et  Xèmê  degré  en 
fonction  symétrique  de  toutes  les  racines. 

9AÈL  te.  O.-a.-J.  JACOB*. 

(Crel)e,  t.  XIII,  p.  340.  1635,  en  latin.) 


La  résolution  algébrique  des  équations  exige  <jue  chaque 
racine  (*)  puisse  être  exprimée  en  fonction  symétrique  de 

(•)  L'auteur,  dam  tout  le  court  de  ce  travail,  désigne  les  racines  par  le  mot 
•lementa.  En  effet  les  coefficients  sont  des  combinaisons  dont  les  racines  sont 
tel  éUmtniê. 


*3- 

tttotèft  léft  fftfcinè*.  6û  sait  que  cela  est  possible  pour  les 
équations  dri  Ô**»*,  £û**  et  4*tt«  cfêgf  £  ;  bais  comme  ces 
fonctions  symétriques  ne  sont  pas  indiquées  dans  les  ouvrages 
élémcntairesY  je  vais  les  exposer  brièvement. 

Résolution  des  équations  du  2*™  degré. 

Lé*  fâclùei  étant  a  êl  b,  chàciine  est  exprimée  par  la  fer- 
mule 

Résolution  des  équations  du  3imê  degré. 
Lés  ftois  fàclnc*  étaftt  a,  6,  c,  posons  : 

a+b+c=u-t  a^-ub±*Èc=u'i  *+*"*+«* =a"> 
a  et  a9  sdnt  lés  racines  cubique*  imdgibairt»  de  l'unité  ;  d'où 
l'on  tire 

u+u'+tl"     r        tt-f  «V+att*  tt-j-au'+aV 

"=—r-->b  =  —3 — >c= — g — 5 

faim» 

i  i 

u'  =  {y  +  Vw)*  ;   «''=  G»  —  l^«0»  i 
d'où 

m'»  +  «"3       (/t'+tt'')  («'+««")  (u'+  *'u") 
V~        2       ~  a 

y_       u'3_  u»i       («'— a")  («'— att")  f«'-»V) 

V/W==— i" = i J 

remplaçant  u1  et  u7  par  leurs  valeurs,  il  vient 

(2*—4 - c)  lib—c—a)  (2c— *— £) 
p  = i 

À 
W  ^  ii^-3  (a-*)  (a-c)  (*— cj  - 

-■r       «  -       iin 


-  3  K-Jfr*-*)'  t«*-«/  (*-*/  ; 
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k,  u,  i?  sont  donc  exprimés  en  fonction  symétrique  des 
racines,  et  par  conséquent  aussi  les  racines  a,  6,  e  (*). 

Ona 

I4'a"=a,+  61+c>  —  ab—  ac  —  6c  = 

_(«^)M-(^)'+ (»-«)' _,^  ' 

= ^ ={y  — w)s  ; 

mettant  à  la  place  de  v  et  de  w  les  valeurs  trouvées  ,  on  ob- 
tient une  identité  remarquable. 

Résolution  des  équations  du  4*,w  ckjré. 

Soient  a,  ô,  c,  d  les  quatre  racines. 
Posons 
a+b-\-c+d=u;  *+* — c—d=u'i  a— 6+*— **=  m"  ; 

a_6  —  C  +  rfrrztt"'; 

d'où 

tt+u'+a'4.u'"        1<+tt'_tt»_ll«' 

•- 4 ;  6= 4 ; 

U—  U'+U"—U'"        .       tt— li'— tt"  +  tt'" 


4  ' 4 

Dans  les  formules  relatives  à  la  résolution  des  équations  du 
3*m«  degré,  remplaçons  a,  by  c  respectivement  pai*  a",  u"\ 
m'"%  on  obtient 
2p=(2li/,— u"*— u'"*)  {2um—  u'""-!*")  (2ii,"*-a*—  a"') 

2\/w  =  3|/^"(iP— «H  (a"— O  (a'"— u"")  ; 
or, 

u"-a"a=«:(i'+i*")  (ii'-i*")  =  4(a--«0  (6— c) 

ul%— u'm  =(u'+u'")(u'— iO  =  4(a-c)  (£-<*) 
u"*— a'"»  =  (ii'+tt"')  (i*'— a*1)  =  4(a— 6)  (c— rf)  ; 
ensuite 

2ii'*—  h"1— m1""  =  8(a*+crf)— 4(*c+W)— 4(arf+6c) 
2a"«— u""— tt"  =  8(ûc+6rf)~ 4(arf+fec)— 4(a*+c^) 
2tt""— «"— a"*  =  8(tfrf+6c)-4(a4+crf)—4(ac+&rf); 

C)  Now  supprima»  )•  défélqpMMiit ,  qie  cbmii  peut  écrlrt. 
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posons  de  plus 

*=u',+u"'+u'"^ 

la  résolution  ci-dessus  des  équations  du  3*"  degré  donne 


^u+\/-À 


t/y+y^+Vu-y/ï, 


+\/±L 


V/y+Vw+Mv— Vw 


et  de  même  46,  4c,  \d. 
Or 

s  =  (a— i)a+(a-c)'+  (*-  <*)'+(6— <?)'+  (6— rf)a+(c— d)' 
f  =  32  [2(a6+crf)— (<"?  4-W)— (arf+ta)] 
[2(ac-(-W)— (arf+frc)— (ab+cd)] 
[%ad+bc)--(ac-\-bd)--(ad+bc) 
w=— 3[96(tf— 6)  (a— c)  (a—d)  (b— c)  {b—d)  (c— d)]*  ; 

u,  5,  w  étant  donc  des  fonctions  symétriques  des  racines ,  on 
satisfait  à  la  question.  On  a 

» = -  3    

=  a/4+i*"4+u,f'4— u"u"*— ii'V"a—  u"*u'"* 
=  8  [(a— 6)a  (c— d)a  +  (a~  c)2  (6— rf)a  -r  (<*-<*)"  (*—<?)'  ] 

=(a-H^c— if)  (o+c— *— <*)  (a+d— i— c). 
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Ces  expressions  étant  symétrique*  par  rapport  aux  racines, 
on  voit  que  deux  racines  cubiques  peuvent  s'exprimer  Tune 
par  l'autre,  et  des  trois  racines  quadratiques,  que  nous  avons 
désignées  par  it*,  »",  u'",  une  peut  se  déterdiincr  par  les 
deux  autres.  À  l'aide  d6  cette  observation,  on  toit  comment 
cette  grande  ambiguïté  de  radicaux  ne  représente  pourtant 
que  quatre  quantités  diverses. 

Considérations  générales. 

Si  notts  examinons  attentivement  la  composition  des  ex- 
pressions qui  représentent  les  quatre  racines,  nous  voyons 
qu'il  faut  d'abord  extraire  la  racine  carrée  d'une  fonction 
symétrique  des  racines  (Kw),  et  extraire  la  racine  cubique 
de  c  ïlle-ci,  jointe  à  une  autre  fonction  symétrique  (e),  et  en- 
suite réunir  celle-ci  à  une  semblable  racine  cubique  ;  ajouter 
à  ce  résultât  Une  troisième  fonction  symétrique  (*),  et  ex- 
traire la  racihe  carrée  du  tout;  formant  trois  semblables  ra- 
cines quadratiques  et  les  réunissant  à  une  quatrième  fonction 
symétrique  u,  on  obtient  les  quatre  racines.  Ces  extractions 
de  racines  ne  peuvent  être  qu'indiquées  si  les  quantités  sons 
les  radicaux  sont  exprimées  en  coefficients  de  l'équation  du 
quatrième  degré,  à  laquelle  ces  racines  appartiennent;  mais 
si  les  quantités  sous  les  radicaux  sont  exhibées  en  fonction 
de  racines  elles-mêmes ,  comme  nous  avons  fait,  alorè  rions 
voyons  que  les  extradions  deviennent  possibles,  et  amènent 
successivement  à  diverses  fonctions  non  Symétriques  des 
racines  jusqu'à  ce  qu'on  parvienne  à  chaque  racine  en  par- 
ticulier. 

On  voit  que  dans  ces  questions  il  faut  commencer  par 
chercher  des  fonctions  non  symétriques,  lesquelles,  élevées 
à  certaines  puissances,  deviennent  symétriques)  car  on  ne 
peut  pas  autrement  parvenir  à  des  fonctions  non  symétri- 
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que*,  par  des  extraction*  de  racines  opérées  Sur  dèfe  fonctions 
symétriques.  Mais  il  n'y  a  d'autres  fonctions  de  ce  gerire  que 
le  produit  formé  des  différences  des  racines,  et  tel  qu'en 
permutant  les  racines  on  obtient  deux  valeurs  de  signes  op- 
posés, et  le  carré  de  ce  produit  donne  alors  une  fonction  sy- 
métrique. Ainsi  dans  les  solutions  précédentes  le  dernier  ra- 
dical doit  surmonter  et  surmonte  en  effet  un  carré  ;  donc  ce 
radical  doit  être  quadratique  ;  c'est  ce  qui  résulte  aussi  de  la 
considération  suivante. 

Supposons  les  coefficients  de  l'équation  fonctions  d'une 
quantité  t,  et  Sôit  x  la  racine;  l'équation  peut  s'écrire 

F(x,  l)=0  ;  d'où  —  =  —  T~i  .  Si  l'équation  a  deux  ra- 
at  r  \X) 

cines  égales,  et  que  fions  les  prenions  pont*  x,  —  détient  in- 
fini. Si  donc  x  peut  s'exprimer  en  *  à  l'aide  de  radicaux , 
l'expression  doit  être  ainsi  forfhée  que  la  différentiation 
amène  un  dénominateur  qui  s'évanouisse  toutes  les  fois  que 
deux  racines  deviennent  égales,  ce  qui  n'est  autrement  pos- 
sible que  lorsque  ce  dénominateur  est  formé  du  carré  du  pro- 
duit des  différences  de  toutes  les  racines  de  l'équation.  Ainsi 
le  carré  doit  se  trouver,  dans  ces  expressions ,  seul  sous  le 
radical,  sans  élre  joint  par  addition  à  d'autres  quantités-,  en 
d'autres  termes,  il  doit  être  le  radical  ultime ,  ainsi  que  nous 
Tâtons  vu  dans  la  résolution  algébrique  des  équations  du 
2e-*,  3èt"  et  4ène  degré. 

On  a  souvent  fait  l'observation  que  si  on  donne  la  résolution 
algébrique  d'une  équation  du  nèm*  degré,  aucune  relation 
n'existant  entre  les  racines,  l'expression  desracines  doit  impli- 
quer nécessairement  tant  de  radicaux  qu'elles  puissent  conve- 
nir aussi  aux  solutions  des  équations  de  degré  inférieur;  de  là 
on  est  facilement  porté  à  conjecturer  que  le  nombre  des  di- 
mensions auquel  monte  l'expression  renfermée  sous  le  radical 
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ultime  (**>),  ne  peut  être  moindre  que  le  plus  petit  multiple 
des  nombres  2,  3,  *...*»  ;  pour  n=2, 3,  4,  ce  plus  petit  mul- 
tiple est  2,  6,  10,  et  c'est  aussi  dans  ces  cas,  le  nombre  do 
dimensions  du  carré  du  produit  des  différences  des  racines 
qu'on  trouve  sous  le  radical  ultime;  mais  pour  n=5,  le 
moindre  multiple  est  60,  pendant  que  le  nombre  des  dimen- 
sions du  carré  est  seulement  de  20  et  monte  en  général  au 
nombre  n(n — 1)  ;  cet  accord  manque  aussi  pour  des  nombres 
supérieurs  à  5. 


DÉMONSTRATION 

d'un  théorème  de  M.  Gauss  sur  le  pentagone 
(Question  162,  VI,  p.  276). 

VAB.  M.  PAUL  SBHaST. 


Théorème  I.  ABCDE  étant  un  pentagone  plan  quelconque, 
représentons  par  a,  g,  7,  <?,  t  les  aires  des  triangles  ABC, 
BCD,  CDE ,  DE  A,  EAB ,  et  par  S  la  surface  du  pentagone, 
on  aura  : 

S*—  S{x  +  S+y  +  8+t)+aS+Gy+ya+h+$9  =  0.    (!) 

Démonstration.  Nous  nous  appuierons  sur  le  théorème 
connu  de  Fontaine  sur  le  quadrilatère  (VI ,  71).  Considérons 
en  effet  le  quadrilatère  BGDE  et  le  point  A  sur  son  plan,  on 
aura,  d'après  le  théorème  cité  : 

t.  ACD +«*=  ABD.  ACE.  (A) 

Or  Ton  a  x 

A<»=S-(«+*);ABD=SM6-H)iAŒ=S-(«+7); 


—  »  — 

remplaçant  dans  (A),  Von  aura  : 

t  [S_«_»]-|-«*=[S-(6+*)]  [S-(«+7)], 

d'OÙ: 

ff— S(«+§+7+*+i)+(«+7)(«  +  ^)-«*+^  +  ««, 
on  simplifiant  : 

S»~S(«4^-f-7-H+t)+ae+e7+7*+*«+ia===0.     Cq.f.d. 

Théorime  II.  ABCDE  étant  un  pentagone  plan ,  si  Ton 
appelle  «',  €',  y,  a*,  t',  les  surfaces  des  quadrilatères  ABCD, 
BCDE  f  CDEA ,  DEAB ,  EABG ,  et  S  la  surface  du  pentagone, 
on  aura  encore  : 

Démonstration.  On  le  démontre  facilement  en  remplaçant , 
dans  la  relation  (1),  chacune  des  quantités  «,  6,  7,  3,  t  par 
la  différence  entre  S  surface  du  pentagone  et  Tune  des  aires 
«',  6',  7,  (T,  t' convenablement  choisie;  ce  qui  donne  une  re- 
lation entre  S  et  «\  S',  7,  ^,  •  'qui ,  simplifiée ,  est  précisément 
la  relation  (S). 

Remarque.  Si  le  pentagone  devient  qufllrilatére  ABCD, 
en  nommant  a,  6,  7  les  aires  des  triangles  ABC,  BCD,  CDA, 
et  S  la  surface  du  quadrilatère ,  la  relation  (1)  est  remplacée 
par  celle-ci  : 

(3)  S1— S(*+«+7)  +  rf+«7=Of 

relation  que  l'on  peut  d'ailleurs  vérifier  directement  en  ré- 
solvant la  relation  (3)  par  rapport  à  S. 
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NOTE 

sur  le  développement  de  em  en  série. 


1 
1°  Le  développement  de  l'expression  (t+«)*  se  met  ions 

in  forme  * 
<""»+->U+'+G+*2>(î+0(5-7)+ 

+(H)G-?)(K) +-••-•• 

Si  fe  quantité  «  devient  infiniment  petite,  il  sera  nécessaire 
de  prouver  rigoureusement  qu'on  peut  la  négliger  dans  le 
second  membre,  parce  que  les  facteurs  binômes  devenant  en 
nombre  infini ,  leur  produit  pourrait  donner  pour  coefficients 
de  a  des  quantités  assez  grandes  pour  compenser  la  petitesse  de 
ce  facteur  ;  d'où  il  résulterait  que  la  série  du  second  membre, 
qui  a  évidemment  pour  limite  supérieure 

vaudrait  moins  que  cette  quantité.  Pour  lever  cette  difficulté, 
on  peut  faire  usage  d'un  procédé  applicable  à  d'autres  cas, 
et  qui  est  fondé  sur  le  lemme  suivant. 

Lemme*  1°  Si  on  multiplie  entre  eux  deux  polynômes 
a  —  £a  +  <?z*—  ...,  a!  —  b'x  +  cV  — ...,  ordonnés  par  rap- 
port aux  puissances  ascendantes  de  a ,  et  dont  les  termes  sont 
alternativement  positifs  ou  négatifs,  on  obtiendra  un  produit 
a"  —  i"«-|- c'a1  —  ...  de  même  forme.  Si  de  plus  on  aug- 
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nmtl)fti|*iel)*ji0er  leur»  signas,  les  coefficients*,  A,  4, ... 
«\  A*t ^t  •*>.»  1*0* Ie»  tome»  da  produit  seraient  augmentés* 
enfln  si  on  réunissait  dans  qne  même  somme  plusieurs  pro- 
duits semblables  $u  précédent,  cette  somme  de  la  forme 
A  —  Ba-f-C** ...  aurait  des  coefficients  d'autant  plus  grands 
qne  ceux  des  divers  produits  seraient  plus  grands. 

2°  Si  les  termes  d'une  suite  a — bx  +  c* — ...  indéfinie 
peuvent  devenir  aussi  petits  que  l'on  voudra ,  en  multipliant 
cette  suite  par  un  polynôme  a'  —  W*-\-€?*%  ...dzhf%m-u 
d'à*  paaibre  fiqi  de  termes,  on  obtiendra  no  produit 
a"— £%rf  <?V...  dont  chaque  terme  pourra  devenir  aussi 
petit  que  l'on  voudra.  Gela  Ment  à  ce  que  m  quantité  infini- 
ment petites ,•,*',  •"  multipliées  par  des  quantités  finies  on 
infiniment  petites ,  p,  qy  r,  s ...  donnent  une  somme 

/*  +  ?«'+""+- 
aussi  petite  que  l'on  veut. 
Cda  posé,  les  termes  du  second  membre  de  la  suite  (1)  après 

les  deux  premiers,  sont  moindres  que  («  —  *)»  (•—*)  > 


(!-)'• 


etc...  ;  leur  somme  aura  pour  limite  supérieure  : 


% 


=  2  +  2  -  3(3a)  +  3(3a)f  —  3(3a)5  +  ...  5 

3«  pouvant  devenir  très-petit ,  les  termes  successifs  de  cette 
suite  peuvent  devenir  aussi  faibles  qu'on  voudra,  et  être  dé- 
croissants. Mais  la  suite  (1)  étant  composée  de  produits  tout 
à  fait  analogues  à  ceux  que  donnent  les  divers  termes  de  la 
progression ,  les  termes  en  a ,  a1 ...  de  cette  suite  sont  limités 
par—r3(3a),  3(3a)s ...  qui  peuvent  devenir  aussi  petits  que 
l'ot  voudra  et  dont  la  somme  algébrique  sera  aussi  nulle  , 


puisqu'elle  forme  une  série  décroissante  et  alternée  de  signes  ; 
d'où  résulte  que  dans  le  cas  de  «  infiniment  petit ,  on  trouve  : 

i 


(l+«)«=2+4+    ' 


2   l   2.3   '  2.3.*  ' 

On  aurait  obtenu  une  limite  supérieure  bien  plus  rappro- 
chée du  second  membre  de  l'équation  (1)  et  de  ses  termes 
successifs,  en  remarquant  que  les  binômes  entre  parenthèses 

sont  tous  limités  par  (  3+*-— a  Y  £  étant  une  quantité  finie 

très-petite;  d'où  il  résulterait  que  ce  second  membre  et  cha- 
cun de  ses  termes  auraient  pour  limites  le  développement 


La  série 


«+(ï+»— )+(î+ »—)+- 

(HMH'(i-ï)'+ 

+(H(J-t)'G-t)V.      » 

serait  limitée  pour  son  ensemble  et  ses  termes  par  la  somme 
et  les  termes  de  la  progression 

(î+*-.)+(!+*-«)V.. 

Mais  cette  progression  est  une  partie  de  la  progression  dont 
le  premier  terme  et  la  raison  sont  (  7  +  *  —  «)  ;  d'où  H  ré- 
sulte que  les  termes  de  cette  dernière  servent  de  limite  à  ceux 
de  la  suite  (2),  qui  se  réduit  pour  9  infiniment  petit  à 

&  +  (il/  +  (SXïf  +etc#  - 

2*  Considérons  l'expression 

<«+*î-+-+<y-â+<ï-i)(î-T)' 


supposons  la  suite  prolongée  jusqu'à  un  terme  tel  que  x  soit 
plus  petit  que  m ,  la  suite  à  partir  de  m  + 1  terme  aura  pour 
expression: 

\XJJL ma\  I  /  x w»a\/   x       U+l)A        "1 

|_      V»+l     m+ij^Xm+l     m+l/V»+2      m+2  /        J' 

X 

en  augmentant d'une  quantité  Unie  très-petite  3,  on 

formera  une  progression  qui  aura  pour  pretnier  terme  et 

x 

pour  raison -f-  *  —  a ,  et  qui  limitera 

/»  + 1 

donc  pour  a  infiniment  petit,  tous  les  termes  en  a,  *',  ... 
seront  aussi  faibles  qu'on  voudra  ;  le  produit  de  cette  suite 

par  le  polynôme  xl  - — -  )  •••  ( )  d'un  nombre 

fini  de  termes,  ne  produira  que  des  termes  en  a  négligeables; 
comme  d'ailleurs  on  peut  négliger  cette  quantité  dans  les  m 
premiers  termes  qui  n'ont  qu'un  nombre  limité  de  facteurs, 

il  résulte  que(t+«r=e«=l  +  ^  +  ^  +  ï^  +  ... 

M.  Lioi^ville  avait  déjà  démontré  rigoureusement,  dans  le 

t 

Journal  de  mathématiques,  t.  Y,  p.  280,  que  (1  +a)a=e 
lorsque  a  est  infiniment  petit.  Le  procédé  qu'il  emploie  est 
aussi  simple  que  possible.  Les  considérations  précédentes,  qui 
n'exigent  que  la  formation  de  progressions  géométriques , 
peuvent  s'appliquer  à  d'autres  cas. 


An*,  de  UkiEÉu.  VU. 
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THÉORÈME  DE  STATIQUE. 

PAE  S.  CATALAN. 


Pouf  que  quatre  forces ,  P,  Q,  S,  T,  situées  ou  non  situées 
dans  un  mime  plan,  mais  non  appliquées  en  un  mime  pointf 
se  fassent  équilibre,  il  faut  et  il  suffit  •• 

1°  Que  deux  de  ces  forces ,  par  exemple  les  farces  P  et  Q, 
(fig.  4)  soient  représentées  en  grandeur  et  en  direction  par  les 
deux  côtés  opposés  AB,  CD  d'un  quadrilatère; 

2°  Que  les  deux  autres  forces,  S  et  T,  soient  représentées  par 
des  droites  respectivement  égales  et  parallèles  aux  deux  au- 
tres côtés  AD,  BC  de  ce  quadrilatère  ; 

V  Que  les  directions  de  ces  deux  dernières  forcés  rencontrent 
les  eûtes  BC,  AD  en  des  points  E,  F,  tels  que  Von  ait 

BE_DF 
CE""AF; 

4*  Enfin  que  les  forces  Pet  Q  agissent  en  sens  contraires ,  et 
qu'il  en  suit  de  mime  pour  les  forces  S,  T. 

R>ur  démontrer  ce  théorème ,  supposons  d'abord  qu'avec 
la  deui  droites  AB,  CD,  qui  représentent  en  grandeur  et 
en  direction  deux  forces  dotinées  P,  Q,  agissant  en  sens 
contraires,  oti  construise  un  quadrilatère  ABCD.  Je  dis 
que  si,  en  un  point  quelconque  E,  du  côté  BC,  on  applique 
une  force  S,  représentée  en  grandeur  et  en  direction  par  la 
droite  EH,  égale  et  parallèle  à  AD,  les  trois  forces  P,  Q,  S 
auront  une  résultante  unique. 
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Appliquob*  aux  points  B,  C,  deux  forces  S',  S",  parallèles 
I  S,  et  telles  que  Tort  ait 

S'-sCE     c"_sBE. 

b-b5c'  s  -sBc' 

elles  pourront  tenir  lieu  de  la  force  S. 

Les  deux  forces  P  et  S',  appliquées  en  B,  auront  une  ré- 
sultante unique  R',  située  dans  le  plan  DAB,  et  dont  la  di- 
rection rencontrera  AD  en  un  point  F,  déterminé  par  U 

AF     S' 
proportion  —^  =  -  ;  donc,  à  cause  de  AB=P,  Ton  aura 
AJJ       F 

AF  =  S'. 

Dé  la  même  manière,  la  résultante  R"  des  deux  forces  Q 
et  S"  rencontre  AD  en  un  point  F',  déterminé  par  la  relation 
DF'  =  S". 

On  conclut,  de  ces  deux  valeurs,  AF-f-DF'=S=AD .  c'est- 
à-dire  que  les  points  F  et  F'  se  confondent,  et  que  les  forces 
R',  R"  ont  une  résultante  R,  dont  la  direction  rencontre 
AD  en  un  point  F,  qui  divise  cette  droite  AD  en  deux  par- 
ties AF,  DF,  inversement  proportionnelles  à  BE,  CE. 

Pour  obtenir  la  grandeur  et  la  direction  de  R,  il  suffit 
d'observer  que  les  forces  R',  R",  étant  repr Reniées  en  gran- 
deur et  en  direction  par  les  droites  FB,  FC,  leur  résultante 
R  sera  représentée  par  une  droite  égale  et  parallèle  à  BG. 
Cette  force  R,  résultante  des  forces  P,  Q,  S,  est  donc  égale 
et  directement  opposée  à  la  force  T  ;  donc  les  quatre  forces 
P,  Q,  S,  T  se  font  équilibre.  La  condition  énoncée  est  donc 
suffisante. 

Afin  de  faire  voir  que  cette  condition  est  nécessaire,  sup- 
posons qu'étant  donné  un  quadrilatère  ABCD  (fig.  5),  dans 
lequel  les  deux  côtés  AB,  CD  représentent  en  grandeur  et 
en  direction  deux  forces  données  P,  Q,  on  applique  une 
force  S,  égale  et  parallèle  à  celle  qui  serait  représentée  par 
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AD,  mais  de  manière  que  la  direction  de  cette  force  S  ne 
rencontre  pas  le  côté  BC.  Je  dis  que  les  forces  P,  Q,  S  ne  pour- 
ront pas  se  réduire  à  une  force  unique. 

Menons  une  droite  GH,  qui  rencontre  en  G,  H,  E  les  di- 
rections des  forces  Q,  P,  S  ;  projetons  la  figure  sur  le  plan 
BAD,  à  l'aide  des  droites  parallèles  à  AD;  la  direction  de  la 
force  S  rencontre  G'H  en  un  point  E'  non  situé  sur  BC. 

Cela  posé,  si  nous  reprenons  les  décompositions  de  tout  à 
l'heure,  noua  obtiendrons  : 

.  «=»4S  "•-"•Ç-S5- 

Si  les  points  F  et  F  se  confondaient,  on  trouverait,  en  ajou- 
tant ces  deux  valeurs  : 

G'H  =  ^.G'F+^.HF. 
Mais,  K'  étant  le  point  de  rencontre  de  G'H  avec  BC,  on  a  : 

G'H  =  ^.G'K'  +  ^.R'H; 
retranchant  membre  à  membre,  on  obtient  : 

0  =  ^.FK'-^FK', 

ou  encore 

AH  __   PC 
AB  ~"  DC 

Or,  cette  proposition  est  absurde  tant  que  les  droites  BC,  HG' 
se  coupent.  El  si  elles  étaient  parallèles,  on  démontrerait 
encore  plus  facilement  que  nous  ne  venons  de  le  faire,  que 
les  forces  P,  Q,  S  n'ont  pas  de  résultante  unique. 
Le  théorème  est  donc  démontré. 

{Juin  1846.) 
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RÉSOLUTION  EN  NOMBRES  ENTIERS 
de  ('équation  xa  +  y a  =  z%  + 1\ 

PAR  M.  UBBBSOUZ. 


Un  facteur  carrés  commun  à  trois  des  termes  x\  y\ 
z\t%  de  l'équation 

j^+y^^+l-,  (a) 

doit  disparattre  par  la  division  ;  cela  fait ,  on  reconnaît  de 
suite  que  des  quatre  nombres  x,  y,  z,  t,  il  y  en  a  deux  pairs, 
quand  ils  ne  sont  pas  tous  impairs  ;  on  pourra  donc  poser , 
u,  q,  r,  s  étant  des  nombres  entiers  positifs  ou  négatifs : 

x-\-y  +  z-\-t=2p   \  t    2x=p  +  q-\-r— s 


i     XX=p-\-q-\-r- 


x+y-z-t  =  2q        d,^    J   2y=p  +  q  —  r+s 

x — y-\-z  —  *  =  2r  l  j   2z=p — £  +  /•+* 

—  x+^  +  z  —  t=2s   ]  "  f    2t  =p  —  q — r — s 

La  substitution  dans  l'équation  (a)  donne 

pq  =  rs; 

delà  s  =  pA 

r 

Gomme  s  doit  être  entier ,  si  R  est  le  plus  grand  commun 

diviseur  iep  et  r ,  et  qu'on  ait/?  ==  PR ,  r  =  Rp,  il  en  résml- 

P<7 
tera  *  =  —  ;  et  comme  P,  p  sont  premiers  entre  eux ,  il  fau- 

P 

dra  poser  q  =  Qp,  d'où s  =  PQ. 

Ainsi  on  aura,  en  substituant  pour  /?,  q,  r,  s9  leurs  va- 
leurs PR,  Qp,Rp,  PQ: 


2*=P(R-Q)-fp(R+Q),  2r=P(R+Q)-p(R-Q) 
2*  =  P(R-Q)_p(R+Q),  2z  =  P(R+Q)  +  p(R-Q). 

On  tire  de  là 

ô(^+r-)  =  (P+p«)(Q'+R«). 

Pour  que  le  second  membre  soit  divisible  par  2 ,  il  faut  que 
dans  un  au  moins  des  facteurs  binômes  Pa-f  p\  Q'+^%  ta 
deux  termes  soient  tous  deux  pairs  ou  tous  deux  impairs.  Si 
le  binôme  P'+p*  remplit  cette  condition,  en  vertu  de 

il  viendra 

*'+y  =  (Q.a+R.a)(QM-in- 

Ainsi  x'-\-y=  z*+f  =  A  est  un  nombre  composé. 
Si  cependant  on  avait  R,=0,  Q,a=l,  ce  qui  suppose 
P=p  =  1,  on  n'aurait  plus  que 

qui  peut  être  premier ,  mais  alors 

a:  =  R,r=Q,  z=R,  t  =  —  Q; 

on  n'a  plus  réellement  qu'une  seule  décomposition  de  A  en 
deux  carrés. 

Théorème.  Tout  nombre  A  qui  peut  être  mis  de  deux  ma- 
nières sous  la  forme  f  -\-g%  est  nécessairement  non  pre- 
mier. 

Remarque.  Tout  nombre  qui  ne  peut  être  mis  qu'une  seule 
fois  sous  la  forme/*  -fy" est  premier.  La  démonstration  pré- 
sente plus  de  difficulté. 

Problème.  Résoudre  l'équation  x%  -\-y%  =  za . 

On  fera  ^  =  0;  delà,  P(R-Q)  =  c(P+Q),  l'éliminatiou 
de  p  conduit  à  la  solution 

(R'-Qy  +  (2QR)a=(R'+QT. 


II  soflt  d'ottitttrt  un  fecteut*  commua  aut  nombres  *,  y,  ». 
Problème.  Résoudre  x»+^  =  2z"? 
Il  faut  poser  *=  I,  de  là ,  Rf>+-  PQ  =5  0  $  en  élimipant  P 
et  omettant  un  factenr  commuri ,  on  trouve 
jrœRi_  2QR— Q% 
,r«R'-MQR-Q», 

Problème.  Résoudre  •r,+.ra:=2(z,+*f). 
(tontine  jt  et  y  doivent  ét*e  tous  deu*  pairs  ou  toqs  deui 
impairs,  on  aura 

On  est  ramené  au  premier  problème. 
Problème.    Résoudre    l'équation    x*+y%-\-z*  =  t%    en 
nombres  entiers. 


DISCUSSION 

(Tune  surface  du  4èmê  degré,  donnant  une  valeur  approthée  du 

radical  l/x'+y,  d'après  M.  Poncelet  (Crclle  ,  t.  XIII, 
p.  277.  1835,  en  français). 


I.  Soit(z-H)'  (xa+rf)-(^+^)'=0  relation  d'une 
surface  du  quatrième  degré. 

1°  Faisant x=j  =0,   on  a  z  =  -;  donc  l'axe  des  *  est 

sur  la  surface; 

2°  Tout  plan  parallèle  au  plan  xy  rencontre  la  surface 
suivant  deux  droites,  qui  se  coupent  sur  l'axe  des  z  ;  donc 
la  surface  est  engendrée  par  une  droite  qui  se  meut  suivant 
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une  certaine  loi  le  long  de  l'axe  des  z,  parallèlement  an 
planoy; 


Ainsi ,  à  une  même  valeur  de  z  répondent  deux  valeurs 
de  ?,  qui  donnent  deux  droites  conjuguées.  Les  deux  se  ré- 
unissent en  une  seule,  lorsque  z = —  1  ;  alors  tang  ?  =  —  -  ; 


et  lorsque  s« — 1±  |/V+6\  alors  teng<p'  =  -  ;  prises  positi- 

vement,ces  deux  dernières  valeurs  de  z  sont  des  maximums  ; 

4°  On  a  z= — t  ±:(acos<p+6siny)  ;  lorsque  <p  =  0, 
z'=  —  |  ±a;  si  l'on  veut  que  z  et  z'  soient  conjugués,  l'on 
doit  poser 

acos?  +  6sin<p:=a,  dou-  =  — : — i:=cot-* 
T  a         sin<p  2 

ainsi  tang<p'<lang<p  ;  ? '<*  ; 

5°  a  et  6  diminuant,  z7  etz'  augmentent  négativement,  et 
par  conséquent  diminuent  étant  pris  positivement ,  la  plus 
grande  diminution  ayant  lieu  lorsque  ces  valeurs  atteignent 
le  maximum  Z  ;  on  doit  donc  poser 

1  —  a=i — acos?  —  6sin?=  —  1  +  [/ct+b*  ; 

on  déduit 

\  .    i  i 

2sin  -  ff  2  cos  - 

a== ;      b= 


1  1 

l+sin-T  1+sin-? 

,  faisant  <p-f- += 2$r,  il  vient 

a=l— tang2  7  <J>  ;    b=  2  tang  T  <j/  j  t  —  as=tang*  T  <J>. 

4  4«  4 
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Applications  numériques. 

6°  Soit  à  extraire  la  racine  carrée  de  x*-\-y*  ;  supposons 
f  elle   soit  égale    à   ax  +  by  ;    Terreur    totale    sera 

>¥by — Vx%+y9  et  l'erreur  ra/olu*  est  y  — l=z: 

cherche  les  valeurs  de  a  et  £>,  qui  donnent  à  z  une  va- 
ir  minimum  dans  l'intervalle  de  o  à  <p  ;  faisant  par  exemple 
=1*,  on  obtient  a=6=0,8284;  1— a=0,1716  ;  on  a  donc, 

moins  d'un  0,1716  ou  -  près,  Vx*+y%  =0,83  {x+y) , 
6 

x  et  pétant  quelconques,  faisant  successivement 
tang<p  =  0,  1,  2,  3,  4 10, 

i  obtient  pour  le  radical  l/^hr*,  d'une  manière  ap- 
ochée. 

0  —  0,8284  (x-hr)  à  -  près  x  et  y  quelconques. 

Erreurs. 

1  —  0,96046a:  +  0,39783^ ^ •*>    X 

2  —  0,98592-r  +  0,2327Qr =-{ x>  %? 

3  —  0,99330-r  +  0,16123^-  —  ~    -  x>  Zy 

154 

4  -  0,99625*  +  0,12260^  -  ^r    -  *>  & 

5  —  0,99757-r  +  0,09878^  —  ~i-     —  x>  5y 

6  —  0,99826*  -f  0,08261^  —  -i-   —  x>  6y  . 

589 

7  —  0,99875*  -f  0,07098^  —  gjjjj-  —  *>  Tr 
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8  -  0,99905*  -J-  P,P6?2Ctr  r-  |-jjç  —  *>  fy 

9  -  0,99930*  +  P?0&535^  -r-  f-^g  -^  x>  $r 

10  —  Q,99935x  +  0,04984^  —  7^-  —  x>iCtr 

157g 

Ce  tableau ,  que  nous  avons  copié  dans  le  mémoire  de 
M.  Poncelet,  est  extrêmement  utile  dans  la  pratique. 


BIBLIOGRAPHIE. 


Leçons  de  géométrie  analytique  ,  précédées  des  éléments  de 
là  trigonométrie  rectiligne  etsphériqufi,  /wrp.l.  clroddb. 
professeur  de  mathématiques  au  collège  royal  de  Henri  IF, 
2«  édition,  ****>  in-8%  Ul,  540f  9  pi.  (L.  Hachelte et  Cie). 

La  première  édition  de  cet  ouvrage  de  M.  Ciroddcest  con- 
nue de  la  majorité  de  nos  lecteurs.  Il  n'y  aurait  donc  aucun 
intérêt  à  rendre  compte  de  cette  seconde,  si  des  modifications 
nombreuses  n'avaient  été  apportées  par  l'auteur  dans  Tordre 
des  matières,  et  s'il  n'avait  été  fait  dans  certaines  parties  des 
changements  utiles. 

Dans  l'avertissement  placé  en  tête  de  cette  seconde  édi- 
tion, M.  Cirodde  explique  pour  quelles  raisons  il  a  inodiOé 
son  premier  plan.  Ces  raisons  sont  bonnes  à  enregistrer  pour 
servir  à  l'histoire  des  examens  d'admission  à  l'école  Poly- 
technique. Les  réOexions  que  font  naître  de  semblables  faits 
nous  entraîneraient  bien  loin  ,  et  nou*  demanderons  bientôt 
aux  habiles  rédacteurs  des  Nouvelles  Annales  de  mathéma- 
tiques la  permission  de  développer  quelques  considérations 
h  ce  sujet. 
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jp.  Cifpdde  s'exprima  ainsi  ? 
*  A  l'époque  où  je  publiai  la  première  édition  do 
leÇQP*  dç  géométrU  fin<tfy  tique,  Jps  questions  de  l'examen 
pour  l'tdraissiQil  à  l'école  Polytechnique  avaient  pria  um 
extUQsiQO  démesurée.  Ainsi  ou  interrogeait  les  eepdidaft* 
nqiH^ttkmeiit  sur  les  méthodes  daa  tangentu,  des  asymfH 
tote$9  des  centra  et  des  diamètre$ ,  mois  encoi»  sur  la  dé* 
terwinatian  des  points  maximum  et  minimum ,  des  points 
d'inflexion,  sur  la  di$cue$ion  dm  courte  d'ordre  quelconque, 
eur  leur  êimilitudt,  etc.,  etc.  C'était  donc  la  géométrie  gè- 
ttra(p  que  les  professeurs  avaient  à  enseigner  à  leues 
élèves  j  de  sorte  que  l'étude  des  propriétés  des  ceurbesdu 
second  ordre  devait  se  déduire,  comme  simple  application 
des  théories  dont  nous  venons  de  parler.  Tel  était  Tordre 
tracé  par  les  exigences  des  examens ,  et  que  j'avais  dé 
inivre ,  d'abord  dans  mes  cours  pendant  les  années  sco- 
laires 1838, 1839,  1840,  1841, 1842, 1843,  et  ensuit*  dans 
la  rédaction  de  mon  livre. 

»  Depuis  lors  le  cercle  de  l'examen  a  été  rétréci,  ou  plutôt 
est  rentré  dans  ses  premières  limites.  En  conséquence, 
sani  vouloir  supprimer  nucune  des  théories  qui  font  de  mon 
livre  un  traité  complet  de  géométrie  analytique,  j'ai  cru  de- 
voir modiûer  dans  cette  seconde  édition  le  plqn  que  j'avais 
suivi  dans  la  première.  » 

Cette  seconde  édition  noua  semble  offrir  de  nombreux 
vantages  sur  la  précédente  pour  les  élèves  qui  commencent 
à  étudier  la  géométrie  analytique  *  précisément  à  cause  de 
l'ordre  qui  est  suivi  maintenant  par  M  Cirodde. 

Ainsi  les  difficultés  sont  gradqées ,  le  style  est  clair;  quel- 
ques aperçus  historiques  donnent  de  l'intérêt  au  discours, 
et  surtout  une  grande  quantité  d'exercices  utiles  sont  offerts 
au  lecteur.  Cependant  une  remarque  à  ce  sujet  sera  faite  i  la 
Qn  de  §£t  article. 
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Ce  traité  est  d'ailleurs  complet,  en  ce  que  rien  de  ce  qui 
est  demandé  aux  candidats  n'est  omis.  Noos  citerons  la  théo- 
rie de  la  ligne  droite,  la  théorie  des  transversales ,  et  tontes 
les  monographies  des  courbes  dû  second  ordre;  les  théories 
des  tangentes,  des  asymptotes  sont  présentées  arec  tons  les 
développements  désirables  et  toute  la  concision  nécessaire 
dans  un  ouvrage  didactique. 

Sous  ce  rapport,  nous  félicitons  l'auteur  sur  les  change- 
ments que  présente  cette  nouvelle  édition. 

Nous  croyons  néanmoins  qu'il  y  aura  encore  quelques  cou- 
pures à  Taire  dans  la  prochaine  édition.  —  Autant  que  nous 
pouvons  le  voir  par  ses  ouvrages,  M.  Girodde  n'aime  pas  les 
notes,  appendices,  additions  rejetées  à  la  fin  d'un  volume; 
cela  nous  semble  cependant  indispensable ,  surtout  dans  un 
ouvrage  destiné  à  être  mis  entre  les  mains  des  élèves. 

Nous  offrirons  un  modèle  à.  M.  Cirodde ,  qui  ne  le  trou- 
vera point  mauvais.  —  Nous  pensons  qu'il  peut  faire  pour 
toutes  ses  publications  ce  qu'il  a  fait  lui-même  pour  son 
arithmétique:  une  exposition  rapide,  concise,  et  pourtant 
complète,  de  ce  qui  est  théorie  ;  puis  les  applications  de  toutes 
ces  théories  à  part,  enfin  des  additions  sur  ce  qui  peut  être 
utile ,  sans  être  indispensable.  Que  M.  Girodde  s'imite  lui- 
même  à  une  prochaine  édition. 

Ainsi ,  un  grand  nombre  de  propriétés  des  trois  courbes  du 
second  ordre  auraient  pu  être  conservées ,  mais  rejetées  en 
note  à  la  fin  du  volume.  Nous  savons  bien  que  les  élèves  de- 
mandent ces  développements ,  mais  il  est  bon  de  ne  pas  cé- 
der à  ces  entraînements.  La  géométrie  analytique  est  une 
science  fort  simple  dans  ses  principes  ;  c'est  là  ce  que  les 
élèves  doivent  comprendre  à  une  première  lecture. 
'  Tels  qu'ils  sont,  tous  les  ouvrages  de  M.  Girodde.  sont 
indispensables  aux  professeurs  et  aux  élèves  ;  mais  nous  pen- 
sons que  M.  Cirodde  peut  les  améliorer  encore  ;  c'est  ainsi 
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que  ses  ouvrages,  qui,  à  l'exception  de  la  statique,  forment 
un  cours  complet  de  mathématiques  supérieures  (pour  par- 
ler suivant  les  dernières  ordonnances  ministérielles) ,  c'est 
ainsi ,  disons-nous  que  ses  ouvrages  auront  le  succès  de  son 
arithmétique ,  parvenue  à  la  huitième  édition ,  et  qui  est 
entre  les  mains  de  tous  les  candidats.  A.  Bl. 


QUESTIONS. 


175.  La  courbe,  lieu  géométrique  des  sommets  de  toutes 
les  paraboles  tangentes  à  un  cercle  donné,  et  ayant  pour 
foyer  commun  un  point  fixe  sur  la  circonférence  du  même 
cercle,  a  pour  équation  entre  les  coordonnées  polaires 

i        i       w 

r3  =  a3  cos  5. 

o 

(Strebob.) 

176.  Étant  donnée  la  base  d'un  triangle  curviligne,  formé 
par  trois  arcs  d'hyperboles  équilatères,  ayant  le  même 
centre,  le  lieu  du  sommet,  lorsque  l'angle  fait  par  les  deux 
côtés  est  constant,  sera  une  ellipse  de  Cassini.    (Strbbor). 

177.  Donner  une  discussion  complète  du  lieu  géométrique 
d'un  point  tel ,  que  si  de  là  l'on  mène  les  tangentes  à  deux 
cercles  égaux  donnés,  leur  rectangle  soit  constant.  (Ce  lieu 
comprend,  comme  cas  particuliers,  l'ellipse  de  Cassini, 
ainsi  que  les  courbes ,  lieux  géométriques  des  projections 
orthogonales  du  cenlre  d'une  section  conique  sur  ses  tan* 
gentes.)  (Strebor.) 
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NOTE 

sur  l'extraction  de  la  racine  carrée  ou  cubique  à  moins  d'une 
demi-unité  prés,  et  sur  le  degré  d'approximation  avec  le- 
quel il  faut  calculer  les  nombres  incommensurables  dont  on 
veut  extraire  la  racine  carrée  ou  cubique,  pour  que  l'erreur 
du  résultat  reste  au-dessous  d'une  limite  donnée. 

PAR,  M.  VERHUI.ST, 

Professeur  i  Bruxelles. 


Soit  N  un  nombre  donné,  commensurable  ou  non;  a,  le 
plus  grand  nombre  entier  dont  le  carré  soit  contenu  dans  N; 
R  =  N  —  a*  le  reste  de  l'extraction  de  la  racine  a.  Si  cette 
racine  est  approchée  à  moins  d'une  demi-unité  prés ,  on  doit 
avoir 

2,    d'0ÙR<tf+i; 


»<K)' 


condition  que  Ton  peut  vérifier  à  la  simple  inspection  de  a, 
et  que  M.  Bourdon  a  déjà  mentionné  dans  la  note  qui  ter- 
mine son  Traité  d'arithmétique. 

11  existe  une  condition  analogue  pour  la  racine  cubique. 
Elle  est  moins  simple,  à  la  vérité;  mais  comme  l'extraction 
de  cette  racine  est  une  opération  assez  laborieuse,  il  ne  faut 
pas  dédaigner  les  moyens  de  l'abréger. 

Soit  N,  R  et  a  des  nombres  analogues  aux  précédents,  la 
condition  dont  il  s'agit  sera 


N<(*+i)3> 

2    +ï*+8- 


_    ^  3a'   ,    3       ,    1 
ou  R<  —  +  -.«+- (i) 
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Sqr  quoi  neus  ferons  observer  que  par  le  procédé  peur 
l'extraction  de  la  racine  cubique  rapporté  dans  notre  Leçon 
d'arithmétique ,  la  quantité  Sa*  S'obtient  par  une  simple  ad- 
dition de  trois  nombres,  dont  deux  se  trouvent  déjà  écrits 
et  dont  le  troisième  n'a  que  deux  chiffres. 

L'inégalité  (1)  sera  satisfaite  à  fortiori,  si  l'on  a 

T>R' 

alors  la  racine  a  sera  approchée  à  moins  d'une  demi-unité 
près.  Dans  le  cas  contraire ,  on  aura 

ou ,  ce  qui  revient  au  même , 

r+ï">t+"+Î « 

Cette  inégalité  sera  satisfaite  à  fortiori  si  l'on  a  la  suivante 

3a*   * 
R>  — +«  +  0.125, 

très-facile  à  vérifier  et  qui  fera  généralement  connaître  s'il 
faut  ajouter  une  demi-unité  à  la  racine  a.  Ce  n'est  que  datri 
dea  cas  bien  rares  qu'il  faudra  recourir  à  l'inégalité  (2),  au 
moyen  de  laquelle  toute  incertitude  doit  disparaître. 

Nous  croyons  devoir  ajouter  que  le  problème  que  nous 
venons  de  résoudre  a  pour  but  principal  de  faciliter  la  solu- 
tion de  deux  autres  très-importants  dans  la  théorie  des  ap- 
proximations numériques.  Voici  l'énoncé  du  premier  : 

Soit  x  un  nombre  incommensurable ,  a  sa  valeur  approchée 

à  moins  de  e  près ,  -  l'approximation  avec  laquelle  on  a  ex- 
If 

trait  la  racine  carrée  ou  cubique  de  a  ;  assigner  la  limite  de 
l'erreur  que  comporte  U  résultai. 
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Nous  prendrons  pour  point  de  départ  la  formule  générale 

my  a 
et  noas  traiterons  d'abord  le  cas  où  m= 2  ;  elle  donne  alors 

Soit  r  la  racine  de  a  approchée  à  moins  de  -  près,  on  a 

7 

et,  par  conséquent, 

et,  à  plus  forte  raison ,  pour  un  nombre  incommensurable 
x  compris  entre  a  eta-\-e 

Ainsi,  la  différence  entre  la  racine  vraie  et  la  racine  cal- 

1  e 

culée  sera  moindre  que  — I -,  expression  dans  la- 

7  ^  2Va       : 

quelle  on  pourra  remplacer  [/  a  par  r  ou  par  toute  autre  li- 
mite inférieure.  Mous  désignerons  en  général  par  -  la  diffé- 

rence  dont  on  vient  de  parler.  D'après  ce  qui  précède ,  on 
a ,  dans  le  cas  de  la  racine  carrée , 

\<-+-^ (3) 

et  l'on  trouve  de  la  même  manière  quand  il  s'agit  de  la 
racine  cubique 

Le  second  problème  est  l'inverse  du  précédent.  H  a  pour 
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taoncé  ;  Avec  quelle  approximation  faut-il  calculer  le  nombre 

incommensurable  x ,  pour  qu'en  extrayant  à  moins  de  -  près 

y 

I*  racine  carrée  ou  cubique  de  sa  valeur  approchée  a ,  Ver- 

•      1 
reur  ne  surpasse  pas  -. 

Commençons  par  le  cas  de  la  racine  carrée.  On  remar- 
quera qu'en  vertu  de  l'inégalité  (3),  plus  e  est  petit,  plus 

;  doit  l'être  :  par  conséquent ,  si  Ton  remplace  e  par  «',  - 

O  0 

par  p ,  et  qu'on  prenne  e'  <  e ,  -  sera  moindre  que  -.  D'où 

il  suit  que,  si  le  nombre  incommensurable  x  est  compris 
entre  a  et  a-\-  e',  l'erreur  du  résultat  tombera  au-dessous  de 

-.  Or,  pour  déterminer  cette  limite  e7,  il  suffira  de  poser 

«F 

l'équation 

}     7       *lV~a  ' 
d'où  Ton  tire  : 

et  pour  la  racine  cubique  : 
Dans  la  plupart  des  applications,  l'erreur  totale  -  est  de 

0 

la  forme  ~s ,  et  le  nombre  x  est  supérieur  à  l'unité.  Il  est 
avaulagetix  pour  lors  de  prendre  -  =  - .  — * ,  car  les  for- 
mules (4)  et  (5)  donnent  toutes  — ;  pour  limite  de  e ,  quand 

AS*.  01  MATtftM     VU.  4 
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on  y  substitue  aux  quantités  va  et  -  V a*  leur  limite  in- 

férieure ,  l'unité.  De  là  ce  théorème  : 

Pour  obtenir  la  racine  carrée  ofeubique  (f tm  nombre  in- 
commensurable ,  supérieur  à  Vunxté ,  à  moins  d'une  unifi  dé- 
cimale de  Vordre  n ,  il  suffit  de  calculer  ce  nombre  avec  la 
même  approximation ,  et  d'opérer  l'extraction  de  racine  à 
moine  dune  demi-unité  de  cet  ordre. 

L'extraction  de  racine  des  nombres  incommensurables  n'a 
pas  été  omise  par  M.  Gnilmin ,  dans  l'excellente  Note  sur  les 
approximations  numériques,  qu'il  a  publiée  dans. ces  Anr 
notes  (  1. 1 ,  p.  249  ) ,  el  qu'il  a  reproduite  depuis,  avec  quel- 
ques changements,  dans  son  Cours  d'Arithmétique.  Mais  il 
t'est  contenté  d'en  référer  aux  règles  connues ,  et  ces  règles 
ont  l'inconvénient  d'exiger  le  calcul  des  nombres  iocon*.- 
mensurables  avec  une  précision  beaucoup  plus  grande  qu'il 
ne  faut ,  et  d'interdire  par  là  l'usage  des  tables  de  logarithmes. 

Proposons-nous ,  par  exemple,  de  calculer,  à  moins  d'un 
demi-millième  près,  la  quantité 

r^l  +  1/2: 

la  théorie  ordinaire  enseigne  qu'il  faut  chercher  la  racine 
cubique  de  2  avec  huit  décimales ,  y  ajouter  1 ,  puis  extraire 
avec  quatre  décimales  la  racine  carrée  delà  somme.  D'après 
le  théorème  précédent ,  il  suffit  de  calculer  la  racine  cubique 
de  2  à  moins  d'un  dix-millième  près ,  et  d'extraire  la  racine 
carrée  de  f-j-J/a,  à  moins  de  0.00005.  Par  conséquent , 
ces  deux  opérations  pourront  s'effectuer  très-facilement  par 
les  logarithmes. 
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=*=?? 


NOTE 
iqr  la  turface  du  triangle  sphérique  «f  tur  FellioM  fp^rôu*. 

(  Fin ,  voir  page  14.) 
FA&  M.  VAXWBOK,  professer  (Versailles). 


V.  Revenons  au  théorème  qui  nous  a  servi  de  point  de 
départ ,  savoir  :  Le  sinus  d^a  moitié  de  la  surface  d'un  tri- 
angle égale  le  sinus  de  l'arc  qui  joint  les  milieux  de  deqx 
côtés  multiplié  par  le  sinus  d'un  arc  mené  perpendiculaire- 
ment au  milieu  du  troisième  jusqu'à  la  rencontre  de  celui  qui 
joint  les  deu*  milieux.  Ce  théorème  est  démontré  dans  les 
Atonales  par  un  calcul  fort  sipnple  ;  on  peut  aussi  rétablir 
géométriquement.  Soit  ABC  {fig.  6)  le  triangle  donné,  A'B'C 
ion  triangle  polaire  ,wetn  les  milieu*  de  depç  côtés.  Il  est 
aisé  de  voir  que  le  cercle  dont  m  est  le  pôle  divise  l'angle 
ffC'A"  en  deux  parties  égales  ;  et  dç  (Qénje  celui  dont  n  est 
le  pôle  divise  l'angle  C'#4"  en  deux  p^Mes  égales,  t-e  point 
Q  oji  cçs  deux  cercles  se  coupent  est  donc  le  centre  du  cercle 
ippçrit  pu  triangle  B'C'A"  ;soit  m' le  pojnt  de  tangenco  ;  on 
«nja: 
k„   ,      A"C'+A"B'— B'C      À+B+C~*      ,   i      ^ 

D'ailleurs ,  les  deux  triangles  mRB,  COA"  sont  polaires  l'un 
de  l'autre,  et  d'après  leur  position ,  l'angle  R  =  A"0  ;  enfln 
l'angle  A"(W  est  supplément  de  B'OC,  qui  lui-même  est  sup- 
plément de  mn.  Donc  l'angle  A"Om'=z  mn,  or  le  triangle  rec- 
tangle A"(W  donne  sin  A  "m' ou 

sin|=sin  A"0  .sin  A'W  =  sin»** .  sin  A. 
C  Q.  F.  D. 
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Remarque.  Si  on  prolonge  l'arc  A"0,  le  segment/??,  inter- 
cepté entre  les  cercles  Rm  et  RB  sera  perpendiculaire  sur  le 
ftiilieu  de  BC ,  et  égalera  A"0.  Enfin ,  si  on  joint  le  point  B 
an  point  S ,  la  surface  du  triangle  donné  aura  pour  mesure 
le  double  de  l'angle  SB*  ;  en  d'autres  termes ,  elle  sera  double 
du  triangle  birectangle  SBR. 

Y I.  De  ce  qui  précède  on  peut  conclure  la  solution  du 
problème  :  Transformer  un  quadrilatère  qui  a  deux  côtés 
perpendiculaires  au  troisième  en  un  triangle  équivalent  ayant 
un  angle  commun  avec  le  quadrilatère.  Soit  abcd  (fig.  7} 
le  quadrilatère,  b  et  c  ses  deu  Angles  droits,  o  l'intersection 
de  ab  avec  cd\  à  partir  du  point  m,  milieu  de  od9  prenez 

mp  =  -.  Joignez  pb  ;  soit  q  la  rencontre  de  cet  arc  avec  ad 
â 

prolongé  ;  joignez  oq ,  le  triangle  aqo  satisfera  à  la  question. 
En  effet,  prenez  qS  =  qd,  tirez  So  et  prolongez  l'arc  pb  jus- 
qu'à la  rencontre  en  n  avec  So.  On  sait  {annales,  art.  cité) 
que  n  sera  le  milieu  de  So.  Donc ,  d'après  ce  qui  précède,  le 
triangle  boc  est  la  moitié  du  triangle  Sod  ou  =  qod;  mais 
aod  est  une  partie  commune  aux  deux  surfaces.  Donc  le  tri- 
angle qoa  est  équivalent  au  quadrilatère  abde. 

Lemme.  Étant  donné  un  angle  A  sur  une  sphère  et  un  point 
O ,  mener  un  arc  OCD ,  tel  qu'on  ait  OC  =  CD  =  arc  inter- 
cepté dans  l'angle.  La  solution  résulte  immédiatement  du 
théorème  14e  de  l'article  ci-dessus  indiqué. 

VII.  Problème.  Avec  un  côté  donné,  l'angle  adjacent  et  la 
surface,  construire  un  triangle. 

Soit  AB  (fig.  8)  la  base  donnée ,  BAC  l'angle  adjacent. 
Supposons  que  la  surface  soit  représentée  par  le  double  du 
triangle  birectangle  AKH.  Le  problème  revient  à  mener  par 
B  un  arc  BDI,  tel  qu'on  ait  BD  =  D1.  Pour  cela,  il  n'y  a 
qu'à  prendre  KO  =  HK  et  à  mener  par  O  uu  petit  cercle  pa- 
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rallèle  ao  cercle  AB  ;  l'intersection  de  ce  petit  cercle  arec  AC 
sera  te  sommet  du  triangle  demandé.  Si  l'angle  A  variait ,  la 
construction  serait  la  même;  donc  le  lien  des  sommets  des 
triangles  de  même  aire  et  de  même  base  est  an  petit  cercle 
parallèle  à  la  base.  On  peut  encore  prendre,  à  partir  du 

point  n  milieu  de  AB ,  nK  =  5  ;  tirez  Tare  RK,  son  inter- 
section avec  AC  donnera  le  point  I. 

VIII.  Si  dans  la  Ggure  6 ,  on  suppose  que  l'angle  A  de- 
meure constant,  ainsi  que  la  surface  du  triangle  9  dans  le 
triangle  polaire  B'C'A",  la  base  B'C,  qui  est  le  supplé- 
ment de  A ,  sera  de  longueur  et  de  position  constanffi,  ainsi 
que  la  somme  des  côtés  B' A'' +  A"C;  on  voit  donc  que  le 
lieu  du  point  A"  sera  une  ellipse  spbériquc  ayant  pour  foyers 
les  points  B',  C,  et  pour  grand  axe  la  somme  constante  B-j-C  ; 
la  droite  k"p  divisant  en  deux  parties  égales  l'angle  des  rayons 
vecteurs  A"B',  A'T/  s<  ra  normale  à  cette  ellipse ,  et  p  sera  le 
pôle  d'un  arc  tangent  mono  à  cette  courbe  par  le  point  A"  ; 
or  il  est  facile  de  démontrer  que  le  lieu  des  pôles  des  arcs  tan- 
gents à  une  ellipse  sphérique  est  une  seconde  ellipse  concen- 
trique à  la  première ,  et  dont  les  arcs  tangents  sont  perpen- 
diculaires aux  arcs  normaux  de  la  première  ;  ainsi  la  base  BC, 
dans  toutes  ses  positions,  sera  tangente  à  cette  seconde 
courbe.  De  là  résulte  ce  théorème  : 

Si  dans  un  angle  donné  on  mène  une  infinité  d'arcs  déter- 
minant avec  les  côtés  de  l'angle  des  triangles  de  même  sur- 
face ,  la  courbe  enveloppe  de  tous  ces  arcs  sera  une  ellipse 
sphérique ,  dont  les  éléments  se  détermineront  de  la  manière 
suivante  (fig.9)-. 

Soit  BAC  l'angle  donné  ;  du  sommet  A  comme  pôle , 
décrivez  un  arc  de  grand  cercle  mo  ;  à  partir  du  point/;, 

milieu  de  mo,  prenez  PC=pW=7^—  \  F  et  C  seront  les 
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foyers  de  la  première  ellipse  dont  nous  avons  parlé  $  des 
points  B',  C,  comme  pôles,  décrivez,  avec  une  distance 

iwy  i   g 

polaire  égale  à  — ~—  (  S  désigne  la  surface  donnée),  déni 

ârtt  de  cercles  qui  se  couperont  en  A";  par  !éè  points  Àr',fr, 
A*,(7  menefe  deiix  arcs  de  grand  cerclé ,  qui  se  couperont 'en 
un  autre  point  A'  ;  puis  de  A'  comme  pôle,  traces  Tare  BC  ; 
ABC  aura  la  surface  donnée.  En  effet,  celte  surface  a  pour 
mesure  A  +  B  +  C  +  7r==  W A"+  C'A"—  h'r/=  S  ;  joignez 
A"  au  point  p,  et  prolongez  Tare  obtenu  jusqu'eù  L ,  où  il 
tféncOktlre  llC  ;  prêtiez  pV  =pL ,  pttis  pq  =pq*  =  le  ebrii- 
pTéther^de  CA".  L.C3  tjaatrc  joints  L,L\  q,  q'  seront  tes 
éjtoatre  Somtacts  de  l'ellipse  cherchée  (*). 
Il  est  facile  de  calculer  les  dciik  axés  de  cette  ellipse,  feà 

effet ,  CA"  s  ^  —  l  — - — ) }  donc  pq'  que  nous  appellerons 

A  — S 
b  =  — -*—  ;  d'ailleurs ,  dans  le  triangle  pA!'C  on  a  : 

taafrj>A"  =  tàngC'A".cos|=scot(A— S 
donc 


UBg/,L  ou  tanga *_  A        , 

col(-â-jco,ï  ^â 

si  maintenant  on  projette  un  point  de  la  courbe  sur  les  deiix 
axes  rectangulaires pÈi"  et/?C',  qu'on  appelle  i  le  segment px 
ely  le  segment/^,  l'équation  de  la  courbe  sera .- 

tàng'ô  n   tang'a  v 


(")  citte  proposition  est  énoncée  sans  démonstration  dans  un  mémoire  do 
M.  Châties ,  imprimé  dans  le  journal  de  H.  Liouville  (t  II ,  p.  itt,  îMT).  ' 

("*)  Pour  ne  pas  donner  trop  d'étendue  à  cette  note ,  nous  avons  regardé 
comme  connue  l'équation  dé  l'ellipse  spnérique.  Nous  noas  proposons  de  it- 
yenlr  sur  ce  sbjei  'dais  un  autre  article. 


Si  o^  rempj^e  Ung  a  et  tangé  ?ar  leurs  valeurs,  l'éqûatioà 
do  lieu  demandé  sera  : 


tang> .  cot*  (  — —  j  +  tang'x  cota 


•A -S*  lA 


cos^^l, 


2  2 

ou  plas  simplement  : 

tangy  +  tang\r .  cos*  <-  =  tang* . 

IX.  Si  on  (Jouaait  sar  une  sphère  un  point  et  nn  angle,  et 
qu'on  demandât  de  mener  par  ce  point  un  arc  qui  fasse  fivèC 
les  côtés  de  l'angle  un  triangle  de  surface  connue,  le  problème 
se  ramènerait,  d'après  ce  qui  précède,  à  conduire  par  ttn 
point  donné  un  arc  tangent  à  une  ellipse  tracée  sur  unesph^e^ 
question  qhi  se  résout  par  une  construction  toute  semblable  à 
celle  du  problème  analogue  sur  un  plan. 

.      0  ..  .         .  ,         .;î."  ■.•».'    *  '•"-,  *Mr  iUi 

a.  Nous  àVons ,  dans  le  théorème  précédent^  énoncé  cettç 

proposition  :  Le  lieu  dès  pôles  des  arcs  tangents  à  une  ellipsp 

s{>hériquê  est  une  autre  ellipse  sphérique  dont  les  axes  ppt  jf 

même  direction  que  ceux  de  la  première  ;  et  pour  longueurs 

lessupplémehls  desaxes  de  la  première.Pour  y  parvenir,  nous 

commencerons  par  chercher  l'équation  d'un  grand  cercle  sujf 

une  sphère,  connaissant  son  pôle  (fig.  10).  Soito  le  pôle  d'un 

cercle  quelconque,  p  sa  distance  polaire,  À  l'origine  ;  projetons 

le  point  o  sur  les  deux  axés  AX,  AY.  Soit  AP=^r',  AQ=/  ,* 

m  un  point  quSbonque  du  cercle,  que  nous  projetons  en  p* 

et  en  y.  Joignons  om  ;  dans  le  triangle  o/kT,  nous  avons  : 

cos p=sinoP .  sinm/?-j- cosoP  cos  mp .  cosPp. 
Si  p  =  - ,  celte  équation  devient  : 

tangoP .  tang  m/?  4*  &&  (■*  —  x')  =  0; 
mîfs  drfùs  le  frtangîe  oPS , 

tang q$  =  sin  PS ,  tang  AQ=  cos  x'.  tang/.  î: 


-  M  - 

De  même ,  tangmp  =  oobjt  tang^  ;  donc  l'équation  deman- 
dée sera  : 

tang^  tang/  -f  tango?  tango:'  s=s  —  1. 

L'équation  de  l'ellipse  étant,  comme  nous  l'ayons  rappelé 
ci-dessus  : 


/tangjA»     /tang^y_ 
\tang*/       \tanga/         * 


et  ne  différant  de  celle  de  l'ellipse  plane  qu'en  ce  que  les 
quantités  x,y,  etc.  sont  remplacées  par  leurs  tangentes,  il 
est  facile  de  démontrer  qu'il  en  sera  de  même  pour  l'équa- 
tion d'un  grand  cercle  tangent  à  la  courbe.  Ce  sera  : 

tang' a  tangr  tang/'-f-  tang'6  (angx  tang  a/'=  tang'a  tang*6, 

x",  y  étant  les  coordonnées  du  point  de  contact ,  pour  expri- 
mer que  cette  équation  est  identique  à  celle  du  grand  cercle 
ci-dessus  trouvée,  cherchons  pour  chacun  des  deux  cercles 
l'intersection  avec  les  axes ,  et  égalons  les  résultats ,  nous 
aurons  .- 

tangV*  __  1  tang'6  _  i 

tang.r"~"      lang-r'  lang/'""""      tangy' 

d'où 

tang  xn  =  —  tang'a.  tangx1  et  tangy  =  —  lang'6.  tang/. 

Portant  ces  valeurs  de  tang/',  etc.  dans  l'éauation  de  l'el- 
lipse, nous  aurons  :  ~ 

tang]/      langV  _ 
"cot'6   +   col'/*  ~    ' 

Ce  qui  démontre  le  théorème  énoncé. 

XI.  On  peut  se  proposer  la  question  générale  de  trouver, 
étant  donnée  une  courbe  quelconque  sur  une  sphère ,  le  lieu 
des  pôles  des  cercles  lahgents  menés  aux  points  de  celle 
courbe  Pour  cela ,  par  deux  noints  de  la  courbe  (jt*,/ .  x"/'} 
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faisons  passer  un  cercle,  et  désignons  par  a,p  les  coordon- 
nées du  pôle  de  ce  cercle  ;  son  équation  sera  : 

tangjr  tang  p  -f  tang  a:  tanga  =  —  1  ; 

comme  le  cercle  doit  passer  par  les  deux  points  donnés ,  on 
aura  : 

-  tang/  tang p -|- tang «^  tang«  =  —  1, 
tang/'  tangp-j-  tang  x"  tanga  =  —  1 . 

Retranchant  ces  deux  équations  membre  à  membre,  on 
trouve  : 

(tang/—  tang/')  tangp  -f  (tanga/—  tanga?")  tanga  =  0, 
ou 

sin(/— y)tangpcosar,cosx/,+sin(j^—x")tangacosycosy=0, 
ou 

sinCy' y") 

•  ^taugP  cos  x'  cosx"+  tang*  cos/  cos/  =  0. 

Si  les  deux  points  se  réunissent  en  un  seul ,  le  rapport 

gin  (  v' — y1) 

-r-7^; — ^r  tendra  vers  une  limite  que  nous  représenterons 

sm(a/— x")  n  r 

dv' 
par  la  notation  ordinaire  —, ,  et  nous  aurons  : 

dy> 

-f-,  tango  cosV+  tanga  cos*/  =  0. 
dx 

Nous  avons  aussi  la  relation  exprimant  que  le  cercle  proposé 
passe  par  le  point  x'y , 

tang  p  (tanftr  —  tang/)  +  tang  «  (tanga:  —  tang  a/)  =  0. 

Éliminant  — —   on  a  enfln  pour  équation  du  cercle  tangent 
tanga 

feu  on  point  x'y  d'une  cour tt  quelconque  sur  la  sphère  ? 

tangr  —  tang/  __  dyf    cos* j/ 
tau  g  a: —  tanga?'      dx*  '  cos*/  ' 


—  »  - 

mai»  «  et  p  désignent  les  coordonnées  du  pôle  dt  en  etnfc; 
l'équation  précédente  doit  être  identique  à  l'éqtiatk» 

tanjy  tang  p  -f  tang  x  tang  a =  —  1 5 

ce  qu'on  exprime  en  écrivant  que  les  deux  cercles  ainsi  re- 

présentés  coupent  les  axes  aux  mêmes  points.  On  trouve 

ainsi  .- 

2rf^cos*i^ 

tanga  =  ^r'Sin2y-^L.ii2J/; 

%?      «£r'sin2/—  rf/sin&r'" 

Si  entre  ces  deux  équations  et  celle  de  la  courbe  donnée  on 
élimine  x'ety,  on  aura  l'équation  du  lieu  demandé. 

Note.  Ces  diverses  propriétés ,  peu  connues  en  France,  ont 
été  traitées  avec  étendue  par  M.  Gudermann ,  dans  son  traité 
de  Géométrie  sphérique  et  dans  divers  mémoires  insérés  daiis 
le  journal  de  M.  Crelle  ;  ce  qui  note  rien  au  mferite  dé  ce 
beau  travail.  t'ai. 
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SECONDE  SOLUTION  DE  LA  QUESTION  162. 

(r.  page  28). 


PAWL  H.  JLB  OAlXAIS, 

élère  du  collège  de  La  Flèche. 


ABCDE  étant  un  pentagone  plan,  représentons  par  «,  p, 
7,  *,  e,  les  aires  des  triangles  ABC,  BCÎ),  CDE,\ÈA,  EAB, 
et  par  S  Taire  du  polygone,  on  a  : 

Sa—  S(at-hp4-v-+-^-fe)H-ap-^|V4-^+(Î8-|-ex  =  0  (GaUSS) 

ou,  pour  employer  des  notations  abrégées,  S'+P=SS' 
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Je  prolonge  le  côté  DE  indéfiniment  dans  les  deux  settM 
des  points  A,  B,  C,  j'abaisse  sur  la  direction  de  ce  côté  les 
perpendiculaires  ÂA\  Btf  et  CC'  : 

Â*=aA™~b   \™=*   *»=,!,  Âli=e. 
(  \'B'=U  (  A'C'=c' 

Cela  posé,  il  est  facile  de  voir  que 

EA  cherchant  par  des  considération*  Màlognes  là  titesuro 
des  triangles  «,  J3,  7,  J,  c,  on  arrive  à  poèër  les  si*  égalités  : 

•Ht) +»*+<¥) 


■(t) 


'Hx) 
— fin) 


La  solution  de  la  question  n'est  plus,  maintenant,  qu'une 
affaire  do  calcul. 
On  a  immédiatement  • 


-  «0  — 
d*oà 


+  i«[«'(^)-T-!t^2]. 

Ordonnant  les  doubles  produits  tels  que  «'f>  d'une  manière 
analogue,  on  trouve  facilement  s 

P  =  f![(i'_e)(ft'-^)+(*'-cXrf-e)]  +  ^[(«'-4)c'+«!']+ 

+  j  [(*-*0(rf-e)-{rf-*0y]+ 

+  j[(*'-c')(r'-rf)  +  (*-•)(.+*)  +  (<*-«)«]  + 

+  j  r(c'-rf)(rf-«)  -  (c'-rf)*1  +  (d-Vy—VtV.      • 

En6n ,  le  carré  de  S  se  développe  naturellement  suivant 
ces  mêmes  espèces  de  termes  qui  composent  P  et  SS',  et 
l'on  a  : 

Comparant  maintenant  les  expressions  de  S1,  de  P  et  de 
SS',  il  est  facile  de  vériûer  que  1*  somme  des  coefficients 
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dont  se  trouve  affecté  un  même  terme,  tel  que  a*  ou  ab,  dans 
S*  et  dans  P,  est  égale  au  coefficient  du  même  terme  dans  SS'. 
Gela  étant  vrai  pour  tous,  on  a  nécessairement  : 

S'+P=SS'. 

Note.  Nous  offrons  cette  seconde  solution  comme  exercice 
de  calcul  et  non  comme  moyen  d'investigation. 


GÉNÉRALISATION  DU  THÉORÈME  I  (p.  122, 1. 1). 

YAB,  M.  IiVOm»  GX&US, 

élève  du  collège  Saint-Louis. 


Deux  polygones  sont  semblables  lorsqu'ils  sont  circonscrip- 
tibles  et  que  les  distances  des  centres  des  cercles  inscrits  aux 
sommets  sont  proportionnelles  et  semblablement  placées. 

I.  Lemme.  Deux  polygones  sont  égaux  lorsqu'ils  sont  cir- 
conscriptibles  et  que  les  distances  des  centres  des  cercles  in- 
scrits aux  sommets  sont  égales  et  semblablement  placées. 

En  effet,  soient  les  deux  polygones  ABCDE,  A'B'C'D'E' 
C/ïflr.  1 2, 1 3), circonscriptibles  et  tels  qucOA=0'A',  OB=0,Br, 
OC  =0'C,  etc.  Je  dis  que  ces  deux  polygones  sont  égaux. 
L'égalité  serait  évidente  si  nous  prouvions  que  OF=0'F'; 
car  alors,  en  tirant  les  rayons  OF,  O'F,  OG,  O'G',  etc.,  nous 
décomposerions  les  deux  polygones  en  un  môme  nombre  de 
triangles  rectangles  égaux  deux  à  deux ,  comme  ayant  leurs 
hypoténuses  égales  par  hypothèse  et  un  côté  égal  (le  rayon 
des  cercles  inscrits),  et  ces  triangles  seraient  semblablement 
placés. 

Or  je  dis  que  OF=OFr.  En  effet ,  supposons  que  Ton  ait 
OF  <OT';  alors  dans  les  deux  triangles  rectangles  OFE  et 
O'FE* comme  nous  avons  OE=0'E'  si  OF  < OF',  nous  en 


tirerons  FOE>  FCE'.  Les  deux  triangles  rectangles  AOF, 
A'tfF,  nons  donneront  semblablement  AOF>  AW.  Ajou- 
tant ces  deux  inégalités,  il  viendra  EOA>E,OvA#.  On 
trouverait  de  môme,  en  décomposant  d'une  manière  sem- 
blable les  triangles  AOB,  A  OB',  BOÇ,  B'OC,  etç.%  qoe 
AOB  >  A'O'F,  ÇOÇ  >  B  Q'C\  etc.  ^Oft ,  m  q0|tfwt  c* 
inégalités  membre  à  membre,  on  trouverait  que  la  somme 
des  angles  autour  du  point  O  est  plus  grande  que  la  somme 
des  angles  autour  dp  ppjnt  0',  ce  qui  es}  gbsurtfe. 

On  prouverait  identiquement  delà  môme  manière  que  l'on 
ne  peut  pas  avoir;  OÇ!  >  0;$'.  Dq»c  I'qr  a  OF=OrF.  Donc 
les  deux  polygones  sont  égaux.  C.  Q.  F.  D. 

II.  Soient  les  deux  polygones  ABGDE,  A.B&D.E,,  cir- 
Wfttffltiftte*  <? l  W*  <m  Vo&  &  « 

OA  :0,At  ::  OB  :  O.B,  ::0G:Ofit  ::  été. 

Je  dis  qu'ils  sont  semblables. 

En  effet,  prenons  une  longueur  (XE'=OE  ^  sjgyc  çettt^ 
droite  comme  côté  homologue  dg  O.Ç,  çQnslruisops  qg  pplj- 
$pnç  sçpblablc  à  A,B,C«P,E,9  soit  A'B'C'P'Ç'  f).  Ce.BQlygone 
est  circonscriptible  et  O'  est  le  centre  (Ju  cercle  inserty.  Tirpn* 
les  droites  O'A',  (MB',  QfC!%  çlc. 

Les  deux  triangles.  A'Q'E'  et  A*°.E,  «P»t  semblables  |*r 
construction;  \\$  donneuUa  flçojjprtjon 

AiOI:AO::OiEi:OfE'. 

Mais  OT  =0E  par  hypothèse.  Cette  proportion  revient 
donc  à  celle-ci 

AfOf:  A'CxO.E.iOE. 

Mais  nous  avons  par  hypothèse 

A.Q.:Ap::Olçf:QE. 

(*)  On  est  prié  de  faire  la  figure. 


—  «  — 

Comparant  ces  deux  proportions,  on  en  tire  AO=AC, 
donc  les  deux  triangles  semblables  A'O'»  et  A,0,B(  donnent 

AOrAA-.rO'B'iO.B,. 
S$M|  nou$  ayons  au$si  par  hypothèse 

AOrAAr-.OBrO^; 

on  en  tire  OB  =  01*',  et  on  trouve  de  même 

00  =  00',  OD  =  0'D',  0E  =  9'ET. 

Donc  par  le  premier  théorème  le  polygone  ABODE  est 
égal  au  polygone  ABC' DE'.  Mais  par  construction  ce  der- 
nier est  semblable  à  A^C^E,;  donc  ABCDE  est  semblable  à 
A.B.ÇD.E,.  C.Q.F.D. 

III.  On  démontre  de  la  même  manière  que  deux  poly- 
gones sont  équivalents ,  lorsqu'ils  sont  circonscriptibles,  et 
qne  lesLdistances  des  centres  des  cercles  inscrits  aqx  sommets 
sont  égales,  sans  qu'elles  soient  sernblablcmcnt  placées. 

En  effet,  supposons  que  les  deux  polygones  ABCDE, 
A'B'C'D'E'  soient  circonscriptibles ,  et  tels  que 

0A  =  O'C,  0B=0'E',  OC=0'B',  OD=0'A',  OE=0'D'. 

Nous  démontrerons  comme  précédemment  que  les  rayons 
des  cercles  inscrits  sont  égaux,  la  seule  différence,  c'est 
que  les  triangles  rectangles  dans  lesquels  nous  décompo- 
sons les  deux  polygones  ne  seraient  pas  scmblablemcnt 
placés ,  et  c'est  ce  qui  fait  que  les  polygones  ne  sont  qu'équi- 
valents. 

IV.  M.  Paul  Serret  m'a  fait  remarquer  un  théorème  à  peu 
près  analogue  à  celui  que  je  viens  de  démontrer  sur  la  simi- 
litude des  polygones ,  savoir  : 

Deux  polygones  sont  semblables  lorsqu'ils  sont  inscrip- 
ttbles,  et  que  les  distances  des  centres  des  cercles  circonscrits 
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aux  côtés  sont  proporiionDelles  et  semWablement  placées. 

Ce  théorème  se  démontre  de  la  même  manière  que  le  pré- 
cédent. 

La  seule  différence  c'est  que  dans  la  première  partie  du 
théorème ,  pour  prouver  que  deux  polygones  sont  égaux 
lorsqu'ils  sont  inscriptibles ,  et  que  les  distances  des  centre» 
des  cercles  circonscrits  aux  côlés  sont  égales  et  semMaMemenl 
placées,  on  a  des  triangles  rectangles  dont  les  hypoténuses 
varient  ;  mais  alors  l'un  des  côtés  de  l'angle  droit  est  constant; 
la  conclusion  est  la  même  que  la  précédente.  De  même  pour 
les  polygones  équivalents. 

V.  Il  est  à  remarquer  cependant  que  ces  démonstration» 
n'ont  lieu  que  lorsque  les  centres  des  cercles  inscrits  cm  cir- 
conscrits sont  dans  l'intérieur  des  polygones.  Le  cas  où  1» 
centre  est  extérieur  reste  à  démontrer. 


NOTE 

sur  la  théorie  du  parallélogramme  de  fVaU. 

PAR  M.  A.-J.  H.  VUraSHT. 


Dans  les  mémoires  de  la  Société  royale  des  sciences,  de 
l'agriculture  et  des  arts,  de  Lille,  pour  1836  et  1837,  p.  5  et 
suiv.,  j'ai  donné  et  discutç  l'équation  de  la  courbe  à  longue 
inflexion ,  sorte  de  lemniscoîde  du  sixième  degré,  qui  jouit  de 
cette  curieuse  et  importante  propriété,  que  la  tête  du  piston 
des  machines  à  vapeur,  tout  en  en  décrivant  un  arc  d'une 
notable  étendue ,  peut  être  néanmoins  considérée  comme  sui- 
vant une  direction  à  peu  près  recti ligne,  quand  on  règle  son 
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moavement  ta  moyen  de  cet  ingénieux  appareil  auquel  on  a 
donné  le  nom  de  parallélogramme  de  Watt. 

(Fig.  17.)  Je  rappellerai ,  d'après  Hachette,  que  laques- 
lion  reTient  i  déterminer  le  lieu  géométrique  d'un  point  M 
ritnésur  une  droite  dont  un  segment  constant,  PQ ,  est  assu- 
jetti à  glisser  entre  deux  circonférences  ayant  respectivement 
les  points  A  et  B  pour  centres ,  et  pour  rayons  AQ  et  BP. 
Alors,  en  prenant  pour  origine  des  coordonnées  rectangu- 
laires un  point  quelconque  0  de  la  droite  AB  prise  elle-même 
pour  base  des  x ,  puis  faisant  : 

OA  =  a;    OBai;     AB  =<*  +  *=<?; 

BP=7>;    AQ=î; 
PM  =  r;     QM  =  #;     PQ  =  #  —  r=d; 

et  enfin ,  nommant  x  et  y  les  coordonnées  du  point  M ,  *?  et 
?*  celles  du  point  P,  x"  et  y  celles  du  point  Q ,  on  a,  comme 
dans  le  mémoire  cité ,  ces  $ix  équations  : 

(x"+a)*+ï»  =  q\  (2) 

(*-*•'/+ (•- y  )'  =  *,  (3) 

y  (v-  **)  -  x  (y-yj = *y-y*\     (*) 
(r-y>i+(«*-«l)1=^  (*> 

dont  une,  l'équation  (3) ,  n'est  qu'une  conséquence  des  Irois 
suivantes ,  ce  qui  laisse  ainsi  le  nombre  d'équations  justement 
nécessaire  pour  permettre  V élimination  des  quatre  quantités 
rariaWes^,y,x^fy. 

Cela  posé,  je  dirai  que  ce  qui  m'engage  à  revenir  ici  sur 
»  sujet,  c'est  la  possibilité,  d'abord  inaperçue,  de  simplifie! 
le  beaucoup  la  méthode  employée  pour  faire  cette  élimina- 
tion, et  surtout  de  conserver  au  calcul  une  utile  symétrie, 
ivantage  dont  on  est  privé  quand  on  place  l'origine  à  l'un 

Ami.  de  V \raia.  VII.  5 


—  06  - 
des  points  A  et  B ,  comme  je  l'avais  fait  dans  mon 
essai. 

Cette  simplification  résulte  d'une  forme  plus  élégante  dont 
est  susceptible  l'équation  (4) ,  c'est-à-dire  l'équation  de  II 
droite  qui  passe  par  les  deux  points  donnés  (x*,y),  (x*,y*f. 
En  effet ,  on  peut  mettre  une  pareille  équation  sons  Fond  de 
ces  deux  formes  : 

*(/-/')  +  Aï'- y)  +  *V-/)  =  o  >  { 

qui  expriment  chacune  une  relation ,  soit  entre  les  abscisses 
de  trois  points  quelconque»  de  la  droite  et  les  différences  de 
leurs  ordonnées  prises  deux  à  deux ,  soit  entre  le»  ordonnées 
des  trois  points  et  les  différences  de  leurs  abscisses. 

D'un  autre  côté ,  comme  ces  différences  d'ordonnées  et 
d'abscisses  ne  sont  autre  chose  que  les  projections  sur  les  axes, 
des  distances  des  trois  points  eux-mêmes  pris  deux  à  deux, 
distances  qui  sont  ici  représentée»,  savoir  : 

par  r  pour  (y — y)  et  (.r  —  a/J, 

par  s  pour  (y— y')  et  (or—  x"), 

et  enfin        par**  pour  (y—y)  et  (j/— jc"), 

il  s'ensuit  que  les  équations  (A)  peuvent  se  traduire  dans  les 
suivantes  : 

dx  —  sx'-\-rx"  =  0,  \ 

<ty-sy+*y=o.  \  m' 

Maintenant  l'équation  (1)  combinée  avec  l'équation  (5)  d'une 
part-,  et  semblablement  l'équation  (2)  avec  l'éqoatio»  (6)  f 
non»  donnent  : 

y^x*-2(yy+xxt)  +  M£-V+p<-  r>=6 ,  \ 

et  y+x*—2(yy,+xx>')-2ax''—at+q*--s>  =  0.)    W' 

Prenons  dans  (B)  les  valeurs  de  x"  et  y,  savoir  : 


sx'—dx 


■•*&: 


et  f^^j^t         (W? 

et  substituons-les  dans  la  seconde  des  équations  (C);  nous  en 
déduisons,  après  avoir  multiplié  par  r  et  simplifié, 

D'an  aalre  côté,  la  première  éqttatibn  <W  MM $8tây# 
(C) ,  multipliée  par  s,  devient  : 

S(y+X%)—2s(yy'+  XX)+2b$x'— Mp—jf+fj  sb  d.  (F) 

Alors,  en  retranchant  (F)"d*(E)r  et»  réduisant,  on  obtient: 
d(y*+x9)  +  2adx  +  b*s  —  a*r—F  =  2csx>,    (G) 

en  faisant  pour  simplifier,  comme  dans  l'équation  19  du  mé- 
moire cité  (  1 1  du  tirage  à  part  in-4*  )  : 
p*s  —  ç*r  -f-  drs  =  k*. 
De  à  on  peut  tirer,  d'abord  : 

j,*_  dtf+  *)  +  9adxrjr.  y#.  -  *>  ^&  ;    ffî 
Ses 

puis  ensuite,  par  la  substitution  dans*  (C>, 
ffn^Astte^atoAr,  afrrëàratfoir  ttfé'dtf.*', 

{*—0)aa gg- r     (J) 

qu'à  substituer  cette  e*piN»sîbri  et*  celle  de  y',  dans  l'équa- 
tion (1)  ,*  ce  qui  donne  pour  résultat  une  équation  qui  ne  dif- 
fère par  de- la  formule  numérotée  26  dans  le  premier  tableau 
du  mémoire  cité  (ou  de  la  première  équation  de  la  page  6  d» 
tirage  à  part  >,  dès  qu'on  a  substitué  f  dan*  cette  dernière^ 
(r  +  a)  au  iieude  xf  ou  (ir  —  b)  au  lieu  de  (x  —  c). 
Je  terminerai  cette  note  en  signalant  aux  lecteurs  des 


Jmales  une  communication  faite  à  la  Société  philomathique, 
le  21  avril  183S ,  par  M.  Babinet,  à  l'occasion  du  mémoire 
cité.  Le  savant  physicien  y  donne  une  formule  déduite  du 
principe  des  vitesses  virtuelles,  au  moyen  de  laquelle  on 
calcule  l'action  du  piston  de  la  machine  à  vapeur,  quand  le 
parallélogramme  articulé  n'est  plus  rectangle,  et  qu'il  a 
tourné  d'un  angle  donné  (  voir  le  Bulletin  de  la  Société  et 
le  journal  l'Institut,  1"  section). 


THEOREME 
Sur  les  tangentes  aux  coniques. 


Soient  MT,  MT  (6g.  16)  deux  tangentes  menées  par  Im 
point  M  dune  ellipse  dont  les  foyers  sont  F,F,-  si  Von  prends 
sur  ces  tangentes  des  longueurs  MO,  MO',  respectivement 
égales  aux  distances  MF,  MF',  la  droite  OC  sera  égale  am~ 
grand  axe  2a  de  l'ellipse.  (Strebor.) 

Démonstration.  Sur  FT  je  prends  FTD=2a;  il  en  ré 

suite,  comme  on  sait,  MD=MF.  D'ailleurs,  d'après  1^^= 
théorème  de  M.  Poncelet ,  l'angle  F'MD=0'MO;  donc  le=^ 
triangles  FMD ,  O'MO  sont  égaux  comme  ayant  un  anglc^=5 
égal  compris  entre  côtés  égaux.  Par  conséquent  : 

00'  =  FD  =  2*. 

Observation.  I.  Faisant  la  même  construction  au  foyer  F--— > 
on  obtient  un  triangle  FMD'  égal  au  triangle  FMD;  donc=? 
l'angle  FMD  =  FMD*,  et  de  là  l'angle  DMF^rDTttF.  Mail 
les  tangentes  MT,  MT  sont  bissectrices ,  ce  qui  démontre  U 
théorème  de  M.  Poncelet  et  celui  de  M.  Strebor. 


II.  Ce  dernier  théorème  subsiste  aussi  dans  l'hyperbole, 
avec  cette  modification  que  lorsque  les  points  de  contact 
T,  T  sont  sur  la  même  branche,  une  des  longueurs  MO,  MO' 
doit  être  portée  dans  le  sens  opposé. 

III.  Les  mêmes  constructions  et  les  mêmes  conséquences 
existent  aussi  pour  l'ellipse  spbérique.  G. 


AIRE  D'UN  QUADRILATÈRE  QUELCONQUE, 

9ÂM  X.  J.-O.  BOSTOH, 
Docteur  èf  sciences  mathématiques. 


Théorème.  Les  cdtés  consécutifs  d'un  quadrilatère  quelconque 
étant  représentés  par  z,b,  c,  d,  et  ses  diagonales  par  m ,  n , 
Taire  Q  de  ce  quadrilatère  est 

U/{2mn  +  a*— b%+c%— «f)  (2m*— a*+^— c%+<C). 

Démonstration.  On  a  (fig.  14}  : 

Q=i#n(BE+DF), 

d'où  16Qt  =  4m,(BE+DF)'.  (1) 

Cela  posé,  les  triangles  rectangles  semblables  BEI,  DFI 

donnent- 

BE  :  DF  ::  BI  :  Dl  ::  El  :  FI , 

d'où 

(BE+DF)*  :  DF2  ::  (BI  +  DI)2  :  DÏ*  ::  (EI+FI)*  :  Fp; 
<*  df*==5P— FP, 

donc 

(BE+DF)Î=(BI+DI),—  (EI+F17=rJtf-BF*; 
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°$  ty?(n;  9*  moltipliant  juir  ^ma  : 

on  a  ensuite  par  les  triangles  ABC ,  ACD , 

d'où,  en  ajoutant 

<t  —  V  -f  <* — rf> = Sot'— 2m(CE+  AF)  =  2ihEF  ; 
élerapt  ffyftfTé,  il  vienf 

Ajoutant  actuellement  membre  à  membre  les  égalités  (1), 
(2) et  (3),  et  réduisant,  on  obtient 

16Q'+(aa— b%+c*-dy  =  im*n\ 
ffaù 


ouçnfin 

Q  =  -1/  (-2//I/4+ a1—  b' + c' — fP)  (tann—a* + *•  —ç'fd*).  (A) 

Corollaire  I.  Lorsqtp  lp  qtp#4fi}al£re  est  inscriptible  dans 
un  cercle ,  on  a  mn  =  ac  -+•  bd  ;  la  valeur  de  Q  devient  dans 
ce  cas. 

Q=zh/(2ac+2bd+a%--  ^+cB— rf')(2ac+2irf— a'+6*— c'+^f), 

ou 

Q^RrK l*+c+b—d)  (a+c+d—  b)  (b+d+a-  c)  $fd+c—g)  ; 

donc  Q=  V> -*)(*—*)  (#_c)  (s  —  d),  (B) 

cnpowpj  <?  +  *  +  *  +  <*  =  ?*. 
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Corollaire  IL  Lorsque  le  côté  a  estparallèleàc,  la  figure 
ABCD  est  un  trapèze  et  on  a  : 

m'  +  n'  =  <T  +  &'  =  2ae  f),  (*) 

m'— »'»<<*■_  fc»).?L±f.  (5) 

a — c 

Sabsti  tuant  dans  (A)  la  valeur  de  cT+b\  tirée  de  (4),  il  vient  : 

T  =  -k(2//*/i+a'+ca — m*—n*+2ac)  (ïmii— a51— c*+  m'+n* — 2ac), 
4 

ou  bien 

T^k[(a  +  cr  — («  +  «)']  [iw  +  iô'-l-i+^ï, 

d'où  on  déduit,  pour  l'aire  du  trapèze,  en  valeur  des  bases  et 
diagonales  t 

T=7K(a-K+»*—»)(a+c+/i-- m)  (/w+/*+a+c)  (w-Hi— a— c), 
OU  T  =  \/$(5— />)(*  —  m)(*  —  *i),  (C) 

en  posant a +c+ "*  +  w  =  2s  e*  **+ c  —/>• 

Effectuant  le  calcul  sous  le  radical  qui  précède  les  deux 
derniers,  et  observant  que  (m  —  n)\m  -|-  n)%  =  (m*  —  /t9)1  et 
(m  -f-  n)%  -f  (m  —  n)%  =  2(/n*  -f  /i») ,  il  vient  aUssi  : 

T=-  V*[a  +  c)\m*  +  n>)  —  (a-f  c)i  —  (m'—n>)À: 
4 

Mettant  dans  cette  expression  les  valeurs  (4)  et  (5),  on 
obtient  : 

4  V  (a— <?} 

OU 

O  Voir  U  Remarque  qui  termine  la  Noie. 
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enfin  fi  on  remarque  que 

2ft*  +  fcf  =  (b  +  df  +  (fr—  rf)\ 
(d*  _  6')'  =  (i*  _<*«)•:=  (6  +  <*)'(&  -  df, 
kac  —  (a  +  <?)» = — (<z — <?)', 
on  trouve  : 

T=2±f.iv[(6+rf)*-(«-ffn[(«-«r-(*-^ 

on  bien 


*+**■ 


T^Î-Lr.iJ/^+rf+o^c)  (6+<*+c—  a)  (a— c+6— rf)  (a— c+«M 

donc 

T=^V 1(# — q){*  -  b){s  —  rf), 
9 

en  faisante — c+b-\-d=2s,  *-}-c=7>,  a— c=j. 

Corollaire  III.  Lorsque  a=c,  b=d9  le  quadrilatère  est 
un  parallélogramme  ;  dans  ce  cas 

4 


1. 


OU        P  =  7\/(2/»/i  +  2<za  —  2&9)  (2/?m— 2as+26a). 
4 

Ajoutant  la  quantité  m*-}-»'  —  2«9 — 2éa=0  à  chacun  des 
facteurs  sous  le  radical ,  il  vient  • 


1 


P  ==  7  y/  [(m  -f  «)a—  4a»]  [(m  +  /i)a—  4*'] , 
4 

ou  enfin 

P  =  - \/ (m+n+2a){m-{- n—2a)(m+n+  2b)(m+n—  2b).  (E) 

On  conclut  de  là  que  sipetq  représentent  les  diagonales 
qui  joignent  les  milieux  des  côtés  opposés  d'un  quadrilatère 
quelconque ,  on  aura  aussi  ; 


—  78  — 

Q=lv\p+9+™)(P+q-m)(p+q+n)lp+q-ny,  (F) 

car  tout  quadrilatère  est  double  du  parallélogramme  formé 
par  les  lignes  qui  joignent  les  milieux  des  côtés  adjacents. 

Si  le  parallélogramme  est  un  losange,  on  a  a  =  6,  de  sorte 
qu'il  Tient  : 

L=l[(m+*r--4a'], 

ou  bien 

L  =-(!»+ * +2<ï)  (m  +  n  — 2a)...,  (G) 

remplaçant  4a*  par  sa  valeur  m*-f**  et  réduisant ,  on  a  aussi  : 

L  =  -/im, 
ce  qui  est  évident. 
Enfin ,  si  le  parallélogramme  est  un  rectangle ,  on  a  m=n  ; 

donc  R  as  V/ (/»+*)(/»—  a)(m+&)(//i— b).  (H) 

Corollaire  IV.  Lorsque  n  =  a,  m=c,  rf=0,  le  quadri- 
latère ABCD  se  réduit  au  triangle  ABC ,  dont  Taire  sera 

t  =  r  {/(2ac+a%— b%+c*)(2ac— a*+b%— c%) , 

4 


donc  t  =  V '  s(s—a){s—b)[s—c) ,  (I) 

en  faisant  a-\-b-\-c  =  2*. 

Remarque.  Les  deux  égalités  (4)  et  (5)  constituent  deux 
principes  importants  du  trapèze,  dont  le  second  a  été  trouvé, 
il  y  a  peu  d'années,  par  M.  Cadet  {Nouvelles  Annales,  t.  I , 
p.  189, 1842). 

Ils  s'énoncent  de  la  manière  suivante  : 

Dans  tout  trapèze, 

T  La  somme  des  carrés  des  diagonales  est  égale  à  la  somme 
fa  carrés  des  côtés  augmentée  du  double  rectangle  des  bases; 
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2°  La  différence  des  carrés  de$  diagonales  est  à  la  différence 
des  cmrréi du pM§9  commt  la  eomme dm  bamntà  IqtrKf* 

férence. 

Ces  deux  théorèmes  se  démontrent  presque  simultanément 
à  l'aide  des  égalités  : 

m'—a'-fi'— 2ax,  (6)        m9  =  c*+<r+2cy  t  (8) 
7i*  =a*+d*—2ay ,  (7)        n%  mc'+^+acr,  (9) 

que  fournissent  les  triangles  composants  du  trapèze  ABÇP 

En  effet  :  1*  Si  on  ajoute  toutes  ces  égalités  membre  i 
membre,  et  qu'on  divise  par  2,  on  aura  : 

m'+n?  =a,+fr»+£?,+rf'--  (a-c)(x+y)  ; 

or  x+y=a—cy  donc,  substituant  et  réduisant ,  il  vient  t 

m8+n$=t1+rf1+2ac. 

2°  Retranchant  la  somme  des  égalités  (7)  et  (9)  de  celle  <fc» 
égalités  (6)  et  (8),  on  obtient ,  on  divisant  par  2 , 

m'— ixa  =  (tf+c)Cr— or). 

Or,  puisque  CE  =  DF,  on  a  b* — x%=mP — y* ,  ou 
yi—xi=eP^b%9  ou  encore  (.r— x){^  — x)  =  <f  —  b*.  On  dé- 
duit de  là  : 

<f_  /y       tf—b* 

4onc 

m>-**  =  («T— F)  .  2±f . 
a— c 

Dans  ces  démonstrations,  l'idée  de  l'emploi  simultané  df» 
égalités  (6),  (7),  (8)  et  (9)  m'a  été  fournie  par  l'obligeant» 
amitié  de  M.  0.  Wost,  de  Strasbourg.  Ce  savant  professeur 
élimine  x  entre  (6)  et  (9), y  entre  (7)  et  (8),  ce  qui  le  conduit 
aux  relations  : 
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cm*+an*  as  ac(a+c)+b*(a-\-c) ,  (10) 

a  11*+ c/t*  =  a  c(a-f  c)+rfa(a-|-e).  <i  1  ) 

Ajoutant  membre  à  membre  et  divisant  par  (a+c),  il  a  : 

retranchant   ensuite  membre  à  membre   et  divisant  par 
(a — c),  il  obtient  : 

m%—n%={d9—b>).  ^: 


^alilés  qui  sont  identiques  avec  (4)  et  (5). 


QPE§TIOWS. 

178.  Par  le  foyer  d'une  ellipse  on  mène  deux  cordes  rec- 
tangulaires, dans  le  cercle  décrit  sur  le  grand  axe  comme 
diamètre  ;  les  deux  cordes  sont  égales  à  deux  diamètres  con- 
jugués dans  l'ellipse  ;  si  par  le  centre  on  mène  dans  le  cercle 
un  diamètre  parallèle  à  Tune  des  cordes,  il  est  partagé  par 
l'autre  corde  en  deux  segments  égaux  aux  rayons  vecteurs 
qui  vont  du  foyer  aux  extrémités  d'un  des  diamètres  conju- 
gués dans  l'ellipse.  (Steiner.) 

17p.  Cinq  points  sont  situés  dans  un  plan  et  tel?  que  trois 
ne  sont  jpas  en  Jigne  <jrpiJ£.  Il  y  en  ?  toujours  .quatre,  som- 
mets d'un  quadrilatère  convexe;  par  ces  (juatre  points  on 
ipèpe  deu*  paraboles  ;  la  conique  passant  par  les  cinq  points 
est 

i°  UQpgfurabole,  fi  le  cinquième  pgiot  est  sqr  l'une  dc3 
^WfPWlJPlesj 

£*  Pflc  hyperbole,  si  Je  cinquième  point  est  dan$  Yintériçw 
gu  frets  <Jqj  .dep*  choies  ; 

3°  Une  ellipse ,  si  le  cinqui£m$  point  est  dans  l'intérieur 
fane  pqr«Jft?J$  £t  h#rf  4?  l'autrç-  (M»#) 
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Mémoire  sur  la  théorie  mathématique  de  la  chaleur  ,  par 
Th.  d'Estocquois,  professeur  de  mathématiques  appli- 
quées à  la  Faculté  des  sciences  de  Besançon.  In-4*  de  8  p 
Besançon,  1847. 

On  sait  combien  les  théories  physiques  des  corps  impon- 
dérés  ont  contribué  dans  ces  derniers  temps  aux  progrès  de 
l'analyse.  C'est  à  ces  théories  qu'on  doit  tant  de  beaux  théo- 
rèmes sur  les  limites  des  fonctions,  analogues  aux  limite» 
des  racines  des  équations  dont  s'occupe  l'algèbre  élémentaire.» 
Une  de  ces  fonctions  surtout  a  acquis  une  grande  célébrité  9 
parce  qu'on  la  rencontre  partout ,  dans  la  mécanique 
leste,  dans  l'acoustique,  dans  la  physique  du  calorique, 
l'électricité,  etc.  La  définition  de  cette  fonction  Y  est  écril 
dans  cette  équation 


di~~aldx*  +  dy+  dz\\; 


elle  exprime  le  mouvement  de  la  chaleur  dans  l'intérieur 
d'un  corps ,  et  a  été  intégrée  par  Fourrier  et  Poisson  pou' 
le  cas  du  parallélipipède  rectangle,  de  la  sphère,  du  cylin- 
droïde  à  base  circulaire,  et  on  connaît  les  beaux  travaux 
M.  Lamé  sur  les  surfaces  isothermes.  L'objet  de  ce  mémoir—^ 
est  de  chercher  à  intégrer  l'équation  des  corps  d'une  fonn— ^ 
quelconque  au  moyen  d'une  série  ordonnée  suivant  les  puiss^Efl 
sances  entières  du  temps,  série  dont  l'usage  est  soumis 
plusieurs  restrictions  qu'il  faut  lire  dans  l'ouvrage.  Tout  Ib^bV 
travail  est  fondé  sur  ce  théorème  : 

•  Soient  V  et  Y'  deux  fonctions  d'une  variable  t  et  d'oma 
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»  nombre  quelconque  d'antres  rariables  x,  y,  »,  »,  s,  etc., 
»  assujetties  pour  toutes  leurs  valeurs  aux  conditions 
dv      ,  r<f v  ,  «rv     î 

Â=aL^+^ J 

»  a  étant  une  constante  donnée.  Si,  pour  une  certaine  va- 
»  leur  de  f ,  on  a  V  =  ou  >  V,  queb  que  soient  x,  ^ ,  x, 

»  i,  f Il  en  sera  de  même  pour  tontes  les  valeurs  plus 

»  grandes  de  t.  » 

Ce  théorème  n'a- 1  il  pas  déjà  été  énoncé  par  MM.  Stnrm 
ou  Uou ville? 

ACADBY H  BOYALB  DBS  SCIENCES  OB  BELGIQUE. 

Concours  de  1849. 

Exposer  la  théorie  générale  des  séries,  considérées  spé- 
cialement sens  le  point  de  vue  de  leur  convergence. 

Noos  indiquerons  comme  source  première  de  tons  les  tra- 
vaux sur  cette  matière ,  les  ouvrages  de  M.  Cauchy ,  XAna- 
/yse  algébrique  f  les  Exercices  mathématiques  et  les  Comptes 
rendus  depuis  1838,  deuxième  semestre. 

JOURNAL  DE  MATHEMATIQUES  (LioUVilU). 

Duhamel,  IV,  214;  Raabe,  VI,  83  ;  Binet,  VI,  493;  Ber- 
trand, VII,  33;  Bonnet  (0),  VIII,  73. 

oeuvres  complètes  d'abel  (Christiania,  1839,  2  vol.  in-4°). 
Tome  I,  Recherches  sur  la  série  l+i»x-| — ^— —  xf+ . . . 

1  mÂ 

p.  66  ;  travail  du  pins  haut  intérêt,  en  français. 

JWA,  p.  III,  Abel  réfute  le  critérium  donné  par  M.  Oli- 
<vier.  (Voir  ci-après.) 


78  — 


JOOMI4L  »B  GftlLLE. 


Olivier  (Louis)  II ,  M,  en»  français;  Jateobi,  XII,  263,  en 
latin  ;  Poncelet ,  XIII,  en  français;  Kunftner,  XIII,  171,  en 
allemand. 

DfescmnmttDBs  ooDannsÂ  ptostttJRSCErnrsESyd'apréslo  pwWé* 
de  Perrotoet ,  tableau*  numériques  ot  infraction  pratiqée> 
pou*  déterminer  facHctaem  fouir  le*  éléments  de  l'épure; 
expose  des  conditions  générales  qui  régissent  te*  < 
appKcaMte  an  tracé  de*  VoâJe$  sntbaissées,  e*  < 
critique  des  méthodes  principales  proposées*  < 
ronct;  ouvrage  utile  aux  ingénieurs,  architectes,  entre- 
preneurs, eonritotcnttoV  tfaVàti*,  étfaAMMtde  complé- 
ment aux  traités  de  Perroûet,  Gautfaey,  Sganzin  et  autres, 
concernant  la  construction  des  ponts.  Par  P.  Babtoh  (te 
Champ),  ingénieur  au  corps  royal  des  ponts  et  chaussées^ 
Paris^  1846,  in*4°,.viii,  63, 1  pi.  Malhias,  quai  Malaqnais,  *5- 
6e  titre  développé  indique  suffisamment'  Futilité  pratiqua^ 
que  l'auteur  a  eue  en  vue.  C'est  une  monographie  complaise* 
de  toutes  les  méthodes  proposées  pour  décrire  des  systèmes— 
de  courbes  dont  l'ensemble  a  l'apparence  d'une  seule  courbe; 
systèmes  connus  sous  le  nom  d'anses  de  paniers.  La  géométrie 
descriptive  faisant  partie  de  renseignement  élémentaire  et 
devant  môme  prochainement  recevoir  une  notable  extension, 
le  savant  travail  de  M.  Breton  sera  étudié  avec  fruit  par  les 
professeurs  qui  désirent  donner  aux  élèves  des  applications 
réelles,  soit  géométriques,  soit  arithmétiques.  Iles  condi- 
tions d'élégance  et  de  solidité  auxquelles  le  tracé  doit  satis- 
faire, donne  lieu  à  des  problèmes  d'analyse  aux  limites  que 
l'auteur  résout  avec  beaucoup  d'adresse»  On  lira  avec  intérêt" 
ce  qu'il  dit  elfes  courbes  continues  (46-51)! 
Les  tableaux  qui  terminent  le  mémotft'  (brft*  AnfiUltirtf 


\ 
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tontes  les  dimensions  numériques  principales  pour  les  courbes 
à  trois,  sept  et  onze  centres. 

NUOVO  SISTBMA'  Dl  STÏÏDI  GEOMBTRICI  ATtALITïCAMENTB  DEDOTT1  DAlLtO 
SYOLGJMENTO  SOCGESS1VO  DI  UNA  SOLA  EQUAZIONB.  Del  GaV.  Fer- 

dinando  de  Luga.  Napoli,  1847,  in-8°,  xm,  244*  p.,  2  pi. 
yétjuation  unique  dont  le  développement  donne  tout  le  sys- 
tème géométrique  est  celle-ci  :  c=*cosB-|-&cosA;  a,  b,  c, 
softt  les  trois  côtés  #nn  triangle  rectiligne,  et  A  et  B  les  angles* 
respectivement  opposés  aux  côtés  a  et  b.  L'auteur  établit 
cette  opération  à  l'aide  de  considérations  fonctionnelles  dont 
Legcndre  fait  usage  dans  ses  notes  pour  fonder  analogique- 
ment les  principes  de  la  géométrie ,  à  l'instar  de  J.  Bcr- 
noulli,  qui  a  employé  le  premier  ce  genre  de  raisonnement 
pour  démontrer  le  parallélogramme  des  forces,  et  auquel  on 
doit  l'importation  du  mot  fonction  dans  la  science.  Toutes  les 
propositions,  sans  en  excepter  une  seule ,  des  buit  livres  de 
Lcgendrc,  toutes  les  formules  des  deux  trignnométries,  sont 
déduites  de  cette  équation  génératrice.  Véritable  tour  de 
force ,  qui  montre  la  prodigieuse  fécondité  de  l'analyse.  L'au- 
teur a  cherché  à  réaliser  celte  pensée  de  Lagrangc  :  Dam 
l} analyse r  la  perfection  existe  à  n'employer  que  le  moindre 
nombre  de  principes,  et  de  faire  sortir  de  ces  principes  toutes 
/es  vérités  qu'ils  peuvent  renfermer,  par  la  seule  force  de  Va- 
nalyse  ;. dan* la  méthode  synthétique  des  lignes,  elle  consiste  aw 
contraire  à  démontrer  isolément  chaque  proposition  de  la  ma- 
nière la  plus  simple,  à  l'aide  des  propositions  déjà  démontrées. 
{Joum.  de  YÉc.  Polyt.,  cahier  6,  280,  an  VI.) 

Cet  ouvrage  curieux  vient  d'être  adressé  à  l'Académie. 
L'illustre  inventeur  du  titéoréme  est  chargé  du  rapport;  ceux*. 
qui  attendent  ce  rapport,  dans  l'intérêt  de  leur  instruction, 
avec  une  juste  impatience  r  ont  là  une  belle  occasion  4e  a'eier- 
cer  à  la  patience. 
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SOLUZIONE  DI   UN    PROBLEME  RELATIVO    ALL*  ELLISSOIDB ,  10*8°    de 

4  pages.  Aprile,  1846,  Roma. 
Nota  sopra  la  quadratura  della  superficie  inviluppo  dei  puni 

perpendicolari  condotti  all*  estrehita  dei  diametri  1>i  uw* 

ellissoide  data  ,  de  8  pages.  Ottobre,  1846,  Roma. 

Dans  ces  deux  écrits,  l'habile  analyste  traite  une  question 
analogue  à  celle  qu'il  a  consacrée  à  l'ellipse  (voir  V,  365,  540) 
et  ramène  la  quadrature  aux  fonctions  elliptiques  de  première 
et  seconde  espèce,  et  dans  la  note  on  fait  usage  d'une  méthode 
due  au  célèbre  W.  Roberts,  pour  simplifier  la  rédaction 
d'une  certaine  intégrale  à  ces  deux  espèces  de  fonctions. 
Sopra  la  rettificazionb  deli/  bllissi  sferica  é  sdlla  division! 

de'  suoi  archi,  23  p.  1846. 

N.  Fuss  est  le  premier,  je  crois,  qui  se  soit  occupé  de 
l'ellipse  sphérique ,  vers  la  fin  du  siècle  dernier  (AT.  aeta 
Petrop.y  t.  III).  M.  Chasles  a  ensuite  étudié  les  propriétés  de 
cette  conique  géométriquement ,  et  M.  Gudermann,  parla 
voie  analytique,  en  faisant  usage  des  coordonnées  sphériques. 
Le  célèbre  professeur  de  Munster  a  donné  le  premier  la  rec- 
tification de  l'ellipse  sphérique  en  la  faisant  dépendre  d'une 
transcendante  elliptique  de  troisième  espèce  (Crelle,  t.  XIV, 
1835,  en  latin).  Dans  le  présent  mémoire,  M.  Tortolini  s'oc- 
cupe du  même  objet ,  en  faisaat  usage  des  coordonnées  rec- 
tangulaires ordinaires,  et,  par  une  belle  analyse,  il  étend 
ensuite  le  théorème  de  Fagnano  à  l'ellipse  sphérique,  et  celui 
de  M.  Chasles  sur  les  arcs  semblables  ;  mais  la  différence  des 
arcs  semblables  elliptico-sphériques  est  un  arc  de  cercle 
(Y.  p.  19  du  Mémoire).  L'auteur  donne  aussi  les  équations 
pour  la  bissection  et  la  trisseclion  de  l'arc.  Nous  ferons  ob- 
server que  les  moyens  géométriques  employés  pour  démon- 
trer le  théorème  de  M.  Chasles  dafs  l'ellipse  plane,  sont 
applicables  à  l'ellipse  sphérique  (Nouv.  Ann. ,  III ,  p.  506, 
1844),  et  peut-être  à  une  ellipse  géodésique  quelconque. 
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GRAND   CONCOURS   (1847). 
Mathématiques  élémentaires. 


Soient  donnés  dans  un  cercle  une  corde  KK'  et  un  diamètre 
IDV  perpendiculaire  à  celte  corde. 

D'un  poiirt  O  de  la  circonférence  on  mène  deux  lignes  aux 
extrémités  du  diamètre  et  deux  lignes  aux  exlrémités  de  la 
corde. 

11  s'agit  de  prouver  que  la  somme  des  projections  des  deux 
premières  lignes  sur  Tune  OK  des  deux  autres,  est  égale  à 

cette  même  ligne  OK,  et  que 
la  différence  de  ces  mêmes 
projections  est  égale  à  l'autre 
ligne  OK',  c'est-à-dire  que  d 
et  d  étant  les  pieds  dos  per- 
Ypcndiculaires  abaissées  des 
fi  extrémité  du  diamètre  sur  la 
droite  OR ,  on  a 

lo    Orf+0£f=OK,      • 
2°    OJ  —  Odf=OK'. 

PREMIER  PRIX. 

.PAR  M.  SARXLL  (  RIOHARD  ), 

*^**é  le  15  juillet  1829,  à  Tbérapia ,  près  ConsUntioople  (  Turquie  d'Europe  ) , 
élève  interne  (ta  lycée  Descartes ,  classe  de  M.  LionneL 

Prolongeons  les  droites  Dd,  Wd'  jusqu'à  la  rencontre  dfc 
^  circooférencc  aux  points  M,  M,  et  menons  les  cordes  MK , 
^V,  ND.  Les  droites  MD,  NDr  étant  parallèles  comme  per- 
pendiculaires à  une  même  droite  OK  et  les  angles  DMD', 
Ahh.  de  MathCm.  vu.  6 
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DND  étant  droits  comme  inscrits  dans  des  demi-cercles,  la 

figure  DMD'N  est  un  rectangle,  et  les  cordes  MD',  ND  sont 

égales  cl  parallèles  entre  elles,  et  égales  et.  parallèles  à  M  ; 

donc  on  a  : 

(1)  arcKM=arcOD' 

et  (2)  arcDK=arcDK'=arcON. 

Gela  posé,  1°  pour  établir  la  relation  Orf-f  0<f=OK, 
comme  on  a  OK=Orf-f-dK,  il  suffit  de  démontrer  que 
Od'=dK. 

Les  triangles  rectangles  KMrf,  OD'd'  ont  les  hypoténuses      i 
KM  et  OD'  égales,  comme  sous-tendant des  arcs  égaux  (1)  ; 
de  plus ,  les  côtés  Nd ,  D'd'  sont  égaux  comme  opposés  dans 
un  rectangle  ;  donc  le  troisième  côté  dR  du  premier  est  égal 
au  troisième  côté  Od'  du  second. 

Remarque.  Cette  démonstration  ne-  supposant  pas  que  le 
diamètre  13 D7  soit  perpendiculaire  à  la  corde  KK',  la  promue*"* 
partie  du  théorème  est  vraie,  quelle  que  soit  la  situation 
relative  de  ces  deux  droites. 

2°  On  a  Od-  Od'=  dd'=:  DN  ;  donc,  pour  établir  l'égal  m  I 
Od  —  Od'=  OR',  il  suffit  de  démontrer  qu'on  a  DN=OK-  '  - 

Or,  arcDK'=arcON(2);  ajoutant  de  part  et  d'autre  u 
mflrac  arc  NK',  il  vient  : 

arcDK'N  =  arcONK'; 
doncDN  =  OK'. 

Remarque!.  Soient  Otf,  06r,  les  projections  des  droites  C*E 
OD  sur  la  direction  de  la  corde  OK'.  Les  triangles  rectan^" Ie 
ODd,  ODti  ont  Thypoténuse  OD  commune  et  1rs  angles  ai^^u 
DOd,  DOo  égaux  entre  eux  comme  inscrits  dans  des  s*r»g 
ments  égaux;  donc  le  côte  Or/=0£.  On  prouverait  <*' 
m<?me  que  Od'  =0<î'  ;  donc 

03+or=*od+odr  =  OK9 

Oî— Oo*'  =  Or/— Or/'  =  OK\ 
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Ces  égalités  montrent  que  le  théorème  n'est  plus  vrai  dans 
le  sens  direct  de  son  énoncé ,  lorsque  la  corde  OK',  sur  la  di- 
rection de  laquelle  on  projette  les  droites  OD,  OD',  est  située 
tout  entière  d'un  môme  côté  du  diamètre  DD'  ;  car  alors  la 
somme  des  projections  Orî,  0<7',  au  lieu  de  leur  différence , 
est  égale  à  l'autre  corde  OK ,  tandis  que  la  différence  de  ces 
mêmes  projectjons,  au  lieu  de  leur  somme,  est  égale  à  Ta 
corde  OK'.  Mais  l'énoncé  s'applique  à  tous  les  cas,  si  Ton 
regarde  comme  positive  toute  projectiou,  telle  que  Qd  ou  OcT 
dont  la  seconde  extrémité  est  située  du  même  côté  du  point 
O  que  l'autre  extrémité  K  de  la  corde  OK  à  laquelle  die 
se  rapporte;  et,  comme  négative,  loutc  projection,  telle 
que  Ou',  dont  la  seconde  extrémité  est  située  de  l'autre  côté  du 
point  O  par  rapport  à  l'autre  extrémité  K  de  la  corde  OK'. 

Remarque  li.  Les  mêmes  constructions  et  les  mômes  rai- 
sonnements étant  applicables  à  une  position  quelconque  .du 
point  O  aussi  rapprochée  qu'on  voudra  de  l'un  des  points 
D,  D',  K,  K',  le  théorème  est  encore  vrai  lorsqu'à  la  limite 
il  coïncido  avec  uh  de  ces  quatre  points;  ce  qui  d  ailleurs 
.  se  vériûe  immédiatement.  *  - 


SUR  L'EMPLOI  DES  SIGNES  +  ,  —  EN  GEOMETRIE. 

PAR  M    A.  HAIX.UCOUBT. 

professeur  au  lycée  de  Rouen. 


MM.  Briot  et  Bouquet,  dans  leur  Géométrie  analytique, 
(poges  153,  164)  donnent  cette  nouvelle  forme  aux  énoneés 
**<*   deux  théorèmes  connus  et  de  leurs  réciproques  : 

J.  Si  sur  les  trois  côtés  d'un  triangle,  on  prend  trois  points 
tels^que  ie  produit  de  trois  segments  non  consécutifs  soit  égal 
<*.  et  produit  des  trois  autres,  les  trois  droites  qui  joignent  ces 
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points  aux  sommets  opposés  passent  par  un  même  point;  et 
réciproquement. 

IL  Si  sur  les  trois  côtés  d'un  triangle  on  prend  trois  points 
tels  que  le  produit  de  trois  segments  non  consécutifs  soit  égal 
et  désigne  contraire  au  produit  des  trois  autres,  ces  trois  points 
sont  en  ligne  droite,  et  réciproquement. 

C'est  admettre  implicitement  que  sur  une.  droite  limitée; 
tout  segment  compté  à  partir  d'une  extrémité  en  marchant 
vers  l'autre  est  pris  positivement;  que  tout  segment  compté 
en  sens  contraire  est  pria  négativement.  C'est  d'ailleurs  la 
régie  que  leurs  auteurs  appliquent  à  ta  proportion  harmo- 
nique, au  rapport  enharmonique,  etc. 

Ces  nouveaux  énoncés,  qui  comprennent  évidemment  les 
ancien»,  seront  certainement  utiles,  de  quelque  manière  que 
se  présente  le  système  de  trois  points  pris  sur  les  côtés  d'un 
triangle,  soit  comme  élément  dans  le  courant  d'une  démons- 
tration, soit  comme  conclusion.  Ces  deux  cas  s'offrent 
simultanément  dans  l'exemple  suivant  relatif  à  l'hexagramme 
de  Pascal.  J'y  ai  été  conduit  en  examinant,  dans  le  cercle 
seulement,  le  cas  d'un  hexagone  de  forme  quelconque  - 
inscrit.  Je  considérerai  Cependant  une  conique  quelconque, 
en  remarquant  que,  si  la  démonstration  du  théorème  de 
Car not  nécessite  pour  les  coniques  remploi  des  coordonnées, 
et  le  ne  va  p:is  au  delà  de  la  plus  simple  géométrie  pour  le 
cercle. 

I ,  Le  théorème  de  Carnot  peut  s'énoncer  ainsi  : 
Un  polygone  de  n  côtés  étant  tracé  sur  le  plan  d'une  courbe 
du  miéme  degré,  et  chaque  côté  coupant  la  courbe  en  m  points; 
les  produits  P,  P'  des  segments  comptés  à  partir  des  sommets 
jusqu'aux  points  de  rencontre,  en  parcourant  le  polygone 
d'abord  dans  un  sens,  puis  en  sens  contraire,  sont  égaux.  Ils 
sont  de  même  signe  ou  de  signes  contraires ,  suivant  que  le 
produit  mn  est  pair  ou  impair.  P'  =  (—  l)wnl\ 
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Pour  le  cas  du  cercle  et  d'un  triangle  on  aura  P1—  P.  La 
géométrie  le  prouve  complètement. 

II.  Comme  cas  particulier  en  géométrie  analytique  ;  comme 
généralisation  du  théorème  de  Ptolémée  en  géométrie  élé- 
mentaire, on  trouve  : 

Un  polygone  de  u  côtés  étant  coupé  par  m  droites,  les  pro- 
duite P,  F  des  segments  comptés  à  partir  des  sommets  jusqu'aux 
points  d'intersection  en  parcourant  le  polygone  d'abord  dans 
un  sens  puis  en  sens  contraire,  sont  égaux.  Ils  ont  le  même 
signe  ou  des  signes  contraires,  suivantque  mu  est  pair  ou  impair. 

P'  =  (— t)mBP. 

Pour  un  triangle  coupé  par  trois  transversales,  on  a 
!>"=—  P. 

Soit  maintenant  un  hexagone  quelconque  H  inscrit  dans 
5  conique  (*). 

Soit  ABC  le  triangle  obtenu  en  prolongeant  jusqu'à  leurs 
^noonlres  trois  côtés  non  consécutifs  (1),  (3),  (5).  Ils  sont 
mpés  en  neuf  points  :*,*',  «"  sur  BD  ;  p,  p',  p"  sur  AC ; 
*«»  's  f9  sur  AB  par  les  trois  autres  cotés  (2) ,  (4) ,  (6).  —  Sur 
cos  neuf  points,  six,  par  exemple  ?,  *',  6,  p',  #,  *,  sont  les 
^«innicts  de  l'hexagone  ou  Içs  points  d'intersection  de  la  co- 
lique et  du  triangle  j  les  trois  autres  points  <-",  P",  4r,  où  se 
c°npcnt  respectivement  (1)  et  (4),  (2)  et  (5),  (3)  et  (6),  sont 
^^ux  qu'il  faut  prouver  être  en  lîgne  droite. 
**r,  en  vertu  des  principes  précédents,  on  a  : 

A*.  À*,  Ba.  Ba'.  Cp.  C?'  =  Ap.  AP'.  Bo.  B^.  C«.  C*'. 
**.  A3*.  AS".  Ba.  BA  Ba".  Cp.  Cp'.  Cf"  =  —  Ap.  Ap'.  Ap". 
B*.  B*'.  JM".  Ca.  Ca'.  C*"  ;  d'où  divisant , 

A*7.  Ba".  Cp"=-^  Ap".  IW".  Ca". 

« 

<*)    I*  lecteur  eil  prié  de  faire  la  ligure 
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Ce  qui  ne  laisse  plus  aucun  doute  sur  la  position  des  trois 
points  a",  (•/',  r. 

Si  maintenant  on  examine  attentivement  les  démonstra- 
tions données  dans  les  livres  les  plus  estimés,  même  dans  la 
géométrie  de  position,  on  se  convaincra  que,  hors  le  cas 
d'un  hexagone  convexe,  il  n'est  pas  évident  que  les  trois 
points  soient  en  ligne  droite  plutôt  que  sur  trois  droites  con- 
courant aux  softimets  du  triangle  employé  plus  haut  et 
désigné  par  ABC. 


CONCOURS  DE  1847  (t.  VI,  p.  377,  fig.  56)  (#). 
Solution  analytique. 

PAR  V.  PHÉVOTXI., 

Élève  du  lycée  Descaries. 


I.  La  solution  de  la  question  parait  devoir  être  simplifiée 
en  prenant  pour  axes  des  coordonnées  deux  des  côtés  du 
triangle  PQR.  Soient  donc  QR  Taxe  des  .r,  et  PR  Taxe  des  y. 

Représentons  les  longueurs  des  côtés  QR  et  PR  par  2p  et 
2<y,  et  les  distances  de  l'origine  R  aux  points  de  contact  de 
la  ligne  du  second  ordre  et  des  axes ,  par  a  et  p. 

Ceci  posé,  l'équation  générale  d'une  ligne  du  deuxième 
ordrd  tangente  aux  axes,  est 

»>  ©+-*+®'-® -<;)+' =»• 

II.  Pour  exprimer  toutes  les  conditions  de  l'énoncé,  il 
faut  indiquer  que  le  côté  PQ  est  tangent  à  la  courbe  (1  ) . 


;'ï  Dans  la  figure  5ô  reuiplaicz  C  par  c  cl  e  par  i; 
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La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  la  ligne 
jr  =mx-\-n  soit  tangente  à  cette  courbe ,  est 

[»-*]IK«+?>+C?-0— ]-•• 

Cette  égalité  peut  être  satisfaite  de  deux  manières,  soit  en 
annulant  le  premier  facteur,  soit  en  annulant  le  second.  Dans 
le  premier  «as,  la  courbe  est  remplacée  par  deux  droites  ; 
nous  laisserons  donc  ce  cas  à  part ,  cl  annulant  le  second 
facteur,  nous  aurons  la  relation 

<°>       î(»+4)*-Kï -:>—•■ 

III.  La  droite  PQ  a  pour  équation 

2p  ^  2q 

Servons-nous  de  la  relation  (2)  pour  exprimer  que  celle 
droite  est  tangente  à  la  courbe  proposée ,  et  remplaçons  m 

par  — ■  -  et  n  par  2q  :  on  trouve  alors  : 

(3)'  ^B+i)-;2(*+f)  +  l=0. 

ou 

'M*-3+«[(»+ï)'~3+-* 

Posons»  pour  simplifier  : 

et  la  relation  précédente  devient  .• 
(*)  PQ+?P  +  t=0. 
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IV.  Los  coordonnées  des  points  A.  H,  C  sont 

A  x=p\  y  =  o, 
B  x=o;  y=q, 
C       x=p\      y  =  q> 

et  les  équations  des  droites  AB,  AC,  BC 

i  X       Y 

\  AB        -+-  =  i, 
1  P     9 

(S)      AC       Ll 

f  BC       y  =  q. 

V.  Désignons  par  M,  M',  M"  les  coefficients  angula 
des  droites  Aa,  B6,  Ce;  comme  ces  droites  passent  par  les 
points  A,  B,  C,  leurs  équations  seront 

IAa  %r  =  M(x— />), 
B*  r— ?  =  M\r, 
CC  ^-^  ]»"(*-/,). 

Ces  droites  sont  tangentes  à  la  ligne  du  deuxième  ordre , 
donc  leurs  coefficients  doivent  satisfaire  à  la  relation  (2)  : 
on  trouvera  ainsi  pour  déterminer  chacun  de  ces  coefficients 
une  équation  du  deuxième  degré  ;  Tune  dés  racines  est  la 
valeur  cherchée,  et  l'autre  est  le  coefficient  angulaire  de 
l'un  des  côtes  du  triangle  PQR  ;  ces  coefficients  sont  connus. 
On  peut  donc  supprimer  les  racines  correspondantes ,  et  en 
définitive ,  on  trouve  : 

pour  ha       pPW  -f  â(£  —  A  =  0, 

(7)   '  pour  Bb        2M'(|  — l)+îQ=0, 
pour  Ce         PM"  +  Q  =  0. 
IV.  La   recherche  dos  deux  premières  relations  n'offre 
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aucune  difficulté  ;  on  remplace  dans  l'expression  (2)  m  par 
M  ou  M' et  n  par  —M/?  ou  par  q  -.  on  supprime  dans  le  pre- 
mier cas  le  facteur  M. 

Pour  la  troisième  relation ,  on  remplace  m  par  M"  cl  n  par 
q — Wpj  et  on  trouve  : 

KB^)(»HMf-î)(M>-')- "•=''• 

Posons  Wp+q  =  N,  et  mettons  à  la  place  de  M"  la  va- 
leur en  fonction  de  N,  on  aura  : 

Multiplions  par  2/>,  nous  aurons  : 

[KH>'-*M°+i)-(K)-?+']" 

Mais  l'équation  (3)  prouve  que  le  terme  indépendant  de  N 
est  oui;  le  premier  membre  est  ainsi  divisible  par  N  ou  par 

M"p+q  ;  si  on  égale  ce  facteur  à  0,  on  trouve  M"  =  —  -,  ce 

P 

qui  vériûe  le  résultat  que  nous  avions  abnoncé.  Le  coeffi- 
cient de  N*  est  évidemment  égal  à  P,  donc  l'équation  devient  : 

™-*KB4)-  (1+0-  ?+•]-* 

Or  l'équation  (3)  nous  donne  encore  : 
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Donc  le  terme  indépendant  de  N  est  égal  à  — âf  -  "-  ?  )• 
Remplaçons  N  par  Wp-\-q,  nous  aurons  : 

et  enfin 

M"P+Q  =  0. 

VII.  Cherchons  maintenant  les  coordonnées  des  points  a, 

b,  c  :  en  se  servant  des  équations  (5)  et  (6),  on  obtient  : 

Pour  a        •r.=/?+^         y,—?- 

Pour  b        x%—p  ,r.=My*-j-tf  i 

Pour  c        jl\=   f,  et  ^3=   itM/r  ,    - 

Ces  trois  points  seront  en  ligne  droite ,  si  leurs  coordonnées 
rendent  identique  l'expression 


on  trouve  : 


et 


y,- 

y- 

7 

"       //MM' 

.*.- 

-•*i 

«7 

A  l'aide  des  équations  (7),  on  déduit  : 
donc 
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2       M 


2[i- 
/>M"+?+ 


(H] 


■[v^l"  ■.['"•>:■'•'-'» 


donc 


THEOREME 

sur  /es  diagonales  des  polygones. 

Théorème.  Le  nombre  des  points  intérieurs  d'intersection 
des  diagonales  d'un  polygone  convexe  est  égal  au  nombre 
des  sommets  pris  ftia/re  à  qrua/ri  (*;. 

Démonstration.  Je  remarque  d'abord  que  si  je  savais 
passer  du  nombre  des  points  d'intersection  formés  par  un 
polygone  de  m — 1  côtés  au  nombre  des  points  d'intersection 
formés  par  le  polygone  de  m  côtés,  comme  Je  quadrilatère 
n'ayant  que  deux  diagonales  a  un  point  d'intersection,  je 
pourrais  de  là  m'élever  au  nombre  des  points  d'intersection 
formés  par  un  polygone  de  cinq  côtés ,  puis  en  six  et  généra- 
liser la  formule  pour  résoudre  le  problème  proposé.  Nous 
avons  donc  d'abord  un  problème  a'uxiliairc  à  résoudre. 

(•)  Ce  théorème  a  ël*  Ouoncc  et  dcuioniro  au  lycee  Lharlenuguc ,  classe  il< 
M.  Delormc. 
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Pour  cela  soit  proposé  le  polygone  convoie  ABCDEF, 
Gg.  25,  de  n  côtés  et  désignons  par  PN  le  nombre  des  points 
d'intersection.  Dans  ce  polygone  menant  la  diagonale  FB  y 
qui  sépare  le  triangle  FAB,  je  nomme  A  opposé  à  BF,  lesom- 
inet  extérieur;  il  restera,  le  polygone  FBGDE  de  n — I  côtés 
et  qui  donnera  un  certain  nombre  P^  de  points  d'intersec- 
tion. Si  je  joints  AC,  je  séparerai  de  même  un  triangle  ABC, 
où B  est  sommet  extérieur,  et  il  restera  nn  polygone  de  n — 1 
côtés  donnant  aussi  P^  intersections,  et  comme  il  y  a  nsom-  . 
mets,  j'aurai  n  fois  P„_,  intersections.  Or,  si  je  considère  la 
formule  +  n  P^  je  remarque  facilement  que  tous  les 
points  d'intersection  des  diagonales  du  polygone  donné  s'y 
trouvent,  mais  qu'elles  s'y  trouvent  répétées  plusieurs  fois. 

Voyons  donc  par  quoi  il  faut  diviser  "Pn_,.  Un  point  d'in- 
tersection est  donné  par  deux  diagonales  et  chaque  diagonale 
par  deux  sommets;  donc  un  point  est  donné  par  quatre 
sommets.  D'après  cela ,  il  est  facile  de  voir  que  ce  point  so 
trouvera  dans  tous  les  polygones  de  /i— 1  côtés  dont  le 
triangle  séparé  n'a  pas  pour  sommet  extérieur  Tan  des 
quatre  sommets  d'où  dépend  le  point  considéré.  Ainsi  ce 
point  d'intersection  se  trouve  dans  n — 4  polygones  de  n — f 
côtés.  Donc  dans  la  formule  n  PM  chaque  point  est  compté 
«—  4  fois.  Ainsi,  nous  aurons  le  nombre  des  points  cn°divU 
sant  n  PM  par  n — 4. 

Donc  Pn  =  /^f 

n        n — 4 

ou  bien  (/i— 4)  Pn  =  n  Pn_, 

et  de  là  (/i— 5)  P^  =  /*  —  i  Pn_ 

2  P6  =  6  Pfi 
tP,=  5P, 
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multipliant  par  ordre,  il  vient  : 

1.2.  3.  4  Pw  =  «.  /t— 1.  n—ï.  u— 3.  P4;  mais  P4=  I 

"      n.  «— l./i — 2./* — 3  .    . 

donc  p-=      i,  a.  3.   4  c  q  f  d' 

Observation  I.  Le  nombre  des  diagonales  est 

»(ii-3) 
2 

le  nombre  total  des  intersections,  tant  intérieures  que  hors 

du  polygone, est  donc — ^ ;  retranchant  de  ce  nombre* 

total  le  nombre  des  points  d'intersection  intérieurs,  il  reste, 
réduction  faite ,  pour  les  points  d'intersection  extérieurs 

n  -f-  1 .  n.  n  —  3.  n  —  4. 
3T 

Observation  ÎU  Les  mêmes  théorèmes  subsistent  pour  les 
polygones  sphériques. 


RÉDUCTION 
d'un  postulatum  de  M.  Catalan  au  poslulatum  d'Euclidc. 


PAR  M    BRETON  (  DE  CHAMP.  ) , 

Ingénieur  des  ponts  cl  chaussées. 


Deux  droites  indéfinies  étant  situées  dans  un  même  plan, 
si  la  première  a  deux  points  situés  de  côté  et  d'autre  de  la 
seconde,  elle  rencontre  celle-ci. 

«  Cette  proposition,  »  dit  M.  Catalan  dans  la  préface  de 
son  Traité  de  géométrie,  «est  aussi  importante  que  le  fameux 
*  postulatum  d'Euclidc  ;  cependant  on  l'admet  sans  snrupule, 


—  94  - 

»  et  Ton  fait  bien,  attendu  qu'en  géométrie,  comme  en  toute 
><  autre  branche  des  connaissances  humaines ,  il  existe  no 
»  petit  nombre  de  propositions  dont  la  vérité  ne  parait  pats 
»  contestable ,  et  qui  néanmoins  ne  peuvent  être  démontrées 
»  d'une  manière  rigoureuse.  » 

Je  crois  que  l'opinion  exprimée  par  M.  Catalan  offre  quelque 
danger  ;  il  serait  assurément  très -regrettable  que  l'on  étendit 
sans  une  absolue  nécessité  le  nombre  des  vérités  non  suscep- 
tibles d'être  démontrées.  C'est  ce  que  les  anciensavaient  par- 
faitement compris;  aussi  en  ont-ils  resserré  le  cercle  le  pi  a  s 
h  qu'il  leur  a  été  possible,  et  les  barrières  qui  les  ont  arrêtés  sont 
les  mêmes  qui  nous  arrêtent  encore.  L'admiration  que  le» 
éléments  d'Euclide  ont  excitée  et  exciteront  toujours,  vient 
peut-être  moins  de  l'enchaînement  des  propositions  que  da 
petit  nombre  de  principes  d'une  évidence  incontestée  qui 
servent  de  fondement  à  cet  impérissable  édifice. 

On  trouverait  difficilement,  il  est  peut-être  impossible 
de  formuler  aujourd'hui  une  proposition  qui  ne  puisse  ôtre 
démontrée  avec  le  seul  secours  des  principes  et  des  axiome 
sur  lesquels  repose  la  géométrie  ancienne.  Je  vais  faire  roi' 
que  l'énoncé  de  M.  Catalan  est  dans  ce  cas. 

A  et  B  (le  lecteur  est  prié  de  vouloir  bien  faire  la  ûgur^) 
étant  deux  points  situés  de  part  et  d'autre  de  la  droite  L  9    ** 
s'agit  de  démonlrcr  que  la  droite  AB  rencontre  nécessair*^" 
ment  L.  On  voit  bien  qu'en  faisant  tourner  autour  de      -^ 
une  droite  indéfinie,  elle  rencontrera  nécessairement  le  poi*^1 
B  dans  quelqu'une  de  ses  positions.  Comment  démontff"^7* 
qu'alors  elle  rencontre  la  droite  L?  C'est  là  toute  la  difficult-^^ 

11  est  bien  clair  que  si  l'on  pouvait  déterminer  deux  poî** 
P,  Q  sur  cette  droite,  tels  que  B  se  trouvât  dans  l'anf^   ■' 
formé  par  les  droites  AP,  AQ ,  cette  difficulté  serait  leva 
parce  que  la  droite  mobile,  en  allant  de  la  position  APîa 
position  AQ,  ne  cesserait  pas  de  rencontrer  PQ  ou  L, 
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passerait  par  B  dans  une  position  intermédiaire.  La  question 
se  réduit  ainsi  à  déterminer  deux  points  P,  Q  tels  que  l'angle 
PAQ  contienne  le  point  B.  Celte  recherche  dépend  des  deux 
femmes  suivants. 

1er  Lbmme.  Dans  le  triangle  isocèle  les  angles  adjacents  à  la 
base  sont  aigus. 

On  sait  que  ces  angles  sont  égaux  entre  eux ,  et  que  la 
médiane  qui  aboutit  au  milieu  de  la  base  est  perpendiculaire 
à  cette  .dernière.  Si  les  angles  dont  il  s'agit  étaient  obtus, 
les  prolongements  des  côtés  formeraient  avec  la  même  base 
des  angles  aigus  du  côté  de  la  médiane  prolongée,  et,  en  vertu 
du  postulatum  d'Euclide ,  iraient  rencontrer  cette  médiane 
on  nn  même  point.  On  pourrait  donc  aller  de  ce  point  au 
sommet  par  trois  lignes  droites  différentes,  la  médiane  et  les 
deux  côtés,  c'est-à-dire  qu'il  y  aurait  entre  deux  points 
plusieurs  lignes  droites  distinctes,  contrairement  à  un 
axiome  connu. 

Ces  angles  ne  peuvent  pas  être  droits,  car  en  prolongeant 
la  médiane  d'une  longueur  égale  à  elle-même,  et  joignant 
le  point  ainsi  obtenu  aux  extrémités  de  la  base,  on  aurait  un 
nouveau  triangle  égal  au  triangle  proposé ,  et  les  côtés  de 
l'un,  à  cause  de  l'hypothèse  admise,  seraient  les  prolonge- 
ments des  côtés  de  l'autre.  On  retomberait  ainsi  sur  le  cas 
précédent  de  trois  lignes  droites  distinctes  tirées  entre  deux 
points. 

Donc  les  angles  à  la  base  du  triangle  isocèle  ne  sauraient 
être  obtus,  ni  droits;  donc  ils  sont  nécessairement  aigus. 
C.  Q.  F.  1). 

Corollaire.  Dans  le  triangle  rectangle,  les  angles  adjacents 
à  Vhypoténuse  sont  aigus. 

Car  le  triangle  rectangle  peut  toujours  être  regardé 
comme  la  moitié  d'un  triangle  isocèle  ayant  pour  base  le 
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double  de  l'un  des  eûtes  de  l'angle  droit,  et  pour  médiane 
l'autre  côté,  et  cela  de  deux  manières  différentes. 

2e  Lemme.  D'un  point  pris  hors  d'une  droite,  on  peut  tou- 
jours abaisser  une  perpendiculaire  sur  cette  droite. 

On  reconnaît  sans  peine  que  la  démonstration  de  cette 
proposition  est  présentée  par  les  auteurs  de  manière  à  sup- 
poser l'admission  du  postulatum  de  M.  Catalan,  il  faut  donc 
la  changer  ici. 

A  étant  le  point  donné  hors  de  la  droite  et  P  un  point  de 
celle-ci  pris  à  volonté,  joignez  AP.  Si  les  deux  angles  formés 
nu  point  P  de  part  et  d'autre  de  PA  ne  sont  pas  droits,  portez 
du  côté  de  la  droite  où  est  l'angle  aigu  PQ  =  PA,  et  tirez 
AQ;  le  triangle  PAQ  sera  isocèle.  Faites  tourner  ce  triangle 
autour  de  PQ  de  manière  à  le  placer  en  PBQ ,  je  dis  que  le 
point  B  tombera  dans  l'angle  PAQ.  Car  les  angles  PQA, 
APQ  son(  aigus,  le  premier  d'après  le  lemme  précédent,  le 
second  par  construction;  les  angles  APB,  AQB,  égaux  respec- 
tivement à  2  APQ;'2AQP,  sont  l'un  et  l'autre  moindres  que 
deux  angles  droits.  D'où  il  résulte  que  PB,  QB  sont,  par 
rapport  aux  côtés  AP,  AQ  et  à  leurs  prolongements  du 
même  côté  que  PQ.  Donc  le  point  B  est  dans  l'angle  PAQ. 

Cela  posé,  si  une  droite  indéfinie  se  meut  autour  do 
sommet  A  de  cet  angle,  et  va  de  la  position  AP  à  la  position 
AQ,elle  rencontrera  nécessairement  le  "point  B  dans  uue  cer- 
taine position  intermédiaire  ;  et  comme  cette  droite  traversera 
toujours  PQ  pour  sortir  du  triangle  APQ,  il  s'ensuit  que  la 
droite  AB  rencontrera  nécessairement  PQ. 

On  démoutrerait ,  comme  à  l'ordinaire,  que  AB  est  per- 
pendiculaire sur  PQ,  etc.  Donc  on  peut  toujours  d'un  point 
pris  hors  d'une  droite  abaisser  une  perpendiculaire  sur  cette 
droite.  C.  Q.  F.  D. 

Abordons  maintenant  la  proposition  qui  forme  l'objet  de 
cet  article. 


/ 
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Théorème  :  Deux  droites  indéfinies  étant  situées  dans  un 
même  plan,  si  la  première  a  deux  points  situés  de  côté  et 
d'autre  de  la  seconde,  elle  rencontre  celle-ci* 

En  effet,  des  points  A,  B  donnés  sur  la  première  droite 
de  part  et  d'autre  de  la  seconde  L,  j'abaisse  sur  celle-ci  les 
perpendiculaires  AP,  BQ.  Si  les  pieds  P,  Q  de  ces  perpendi- 
culaifes  ne  coïncident  pas,  je  tire  MQ,  BP.  On  aperçoit  de 
suite  que  le  point  B  est  dans  l'angle  PAQ,  car  chacun  des 
angles  APB,  AQB,  composé  d'un  angle  droit  et  d'un  angle 
aigu  (cor.  lemme  Vr)  est  moindre  que  deux  droits.  Donc  la 
droite  AB  coupe  nécessairement  PQ.  C.  Q.  F.  D. 

Note.  Une  ligne  plane  infinie  partage  le  plan  en  deux 
régions  infinies,  dont  la  ligne  forme  la  frontière,  est  la 
limite  commune.  Deux  points  sont  dits  situés  de  côté  et 
d'autre  de  cette  limite,  lorsque  pour  aller  d'un  point  à  l'autre 
sur  un  chemin  continu,  il  faut  traverser  cette  limite.  Si  Ion 
▼eut  se  rendre  compte  des  mots  que  l'on  prononce,  on  ne 
peut  attacher  un  autre  sens  à  cette  locution,  de  côté  et  d'autre. 
S'il  en  est  ainsi,  je  ne  comprends  pas  la  nécessité  et  même 
les  sujets  de  ces  divers  théorèmes.  Que  dirait-on  de  la  pro- 
position suivante?  Deux  eudroits  sont  situés  de  côté  et  d'autre 
de  l'Océan,  démontrer  que  pour  aller  de  l'un  à  l'autre,  il 
faut  traverser  l'Océan?  Il  y  a  encore  d'autres  propositions 
de  ce  genre  auxquelles  je  ne  comprends  rien.  Ainsi  des 
géomètres  démontrent  sérieusement  que  pour  aller  d'un 
point  situé  dans  l'intérieur  d'une  circonférence  à  un  autre 
point  situé  à  l'extérieur,  il  faut  traverser  la  circonférence. 
Que  signifient  donc  ces  mots  intérieur  et  extérieur  d'une 
euceiutc,  sinon  qu'il  faut  percer  l'enceinte  pour  venir  de 
l'un  à  l'autre?  En  mathématique  il  n'est  pas  excessivement 
raie  de  voir  démontrer  des  définitions;  c'est  chose  ordinaire 
cd  philosophie. 

ÀMN.  »I  MVTÏIÉM.  VII.  7 
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SOLUTION  DE  LA  QUESTION  156  (1847,  p.  394). 

PAB  M.  PAUL  SB&UT. 

(Lycée  Monge,  clisse  de  M.  VINCENT.) 


Le  lieu  géométrique  des  projections  orthogonales  do 

centre  de  la  lemniscatc  de  Bernoulli  sur  ses  tangentes  a  pour 

équation  polaire 

î  !         2o> 

p»  =  a  »  cos  —    (W.  Robcrls). 

o 

Démonstration.  L'équation  polaire  de  la  lemniscatc  de 
i 
Bernoulli  est  p  =  a .  cos'  2u>. 

Soit  P  la  projection  orthogonale  du  centre  0  de  la  courbe 
sur  la  tangente  au  point  M. 

Soit  OX  l'axe  polaire,  et  posons  0M=/';  MOX  =*>'; 
0P=/;  POX=o>. 

Appelons  a  l'angle  PMO  ;  on  sait  que  Ton  aura  : 

P 

*  *  """       dérivée  de  p' # 

Or, 

■  • — ^-7      .• rr;    ^    t     —  Wsinw'.cosw' 

p '  =  «  Kcos2u),=nV/l— 2sinV;  D .  p'= 


2al/cos2to' 

a  sin  2cd' 


V/cos2wr 
on  aura  donc  : 


cos  2  u>' t 

sin  2  w'       tans:  i 

D'où  il  suit  que  l'angle  *  c>l  le  complémciH  de  l'angle  2o>'; 


tang  a  =  — — .  = — -,. 

D  sin  2(or       tang2(*> 


-co- 
rnais l'angle  a  est  aussi  le  complément  de  l'angle  POM  , 
donc  ang.  POM  =  2w';  et  de  plus w  =-w, 
Or  le  triangle  rectangle  POM  donne 

2  \    /      2ÛT 

P  =  p' .cos  POM  =  prcos-to;      p=a\/  cos—; 

on.a  donc 

î    2  ?  î        2o> 

?s=acos3.-c«>you  bien  p3  =  a  *  cos  —  pour  l'équation 

<iu  lieu  cherché ,  c.  q.  f.  d. 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  170  (I.  VI,  p.  451). 

PAR  M.  PAUL  SE&HJET. 


abc,  ARC  étant  deux  triangles  rectilignes  situés  dans  le 
même  plan,  les  quatre  sommets  b,  c,  13,  G  étant  fixes,  on 
donne  la  relation 

ab        ne  I 

—-==  —  ==  constante  = —. 
Ati      AG  m 

Si  le  sommet  a  décrit  une  ligne  plane  algébrique  divisée 
par  la  droite  bc  en  deux  parties  égales  et  symétriques,  le 
sommet  A  décrira  une  ligne  du  même  degré,  divisée  en  deux 
parties  égales  et  symétriques  par  la  droite  BC  (Jacobi). 

Démonstration.  Sans  changer  la  nature  du  lieu  décrit  par 
te  sommet  A,  nous  pourrons  évidemment  transporter  le 
côté  BG  sur  le  côté  6c,  de  manière  que  leurs  directions  coïn- 
cident ,  et  que  leurs  milieux  se  trouvent  au  même  point  o 
que  nous  prendrons  pour  origine  des  coordonnées  rectangu- 
laires, bc  étant  l'axe  des  or. 
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Soi  en  l  ob  =  oc =a;  oB=oC=r  «  ;   x,y  les  coordonnées   -a 
du  point  a  ;  x\  y  les  coordonnées  du  point  correspondant  A. 
D'après  renoncé  de  la  question  l'équation  du  lieu  des  points  a 
sera  de  la  forme 

?(x,y)  =  o,  "  (t) 

c'est-à-dire  qu'elle  ne  contiendra  que  des  puissances  paires 
dey. 
Or  on~a  : 

SF=(j:— aY+y>;     Z?={x+ay+y 
AB2=(x'-«)'+r'<;    Xc*=(*'+«)'+/\ 

On  aura  donc,  d'après  l'énoncé  de  la  question  ,  les  deux 
égalités  suivantes  : 

(2)  (.r'_a)'-{-/>  =  m\x—a)%  +m*y  ; 

(3)  (*'+«)'+/■  =  m*(x+ay+my. 

Retranchant  (3)  de  (2)  membre  à  membre,  l'on  trouve 
h*x'  =  \am\  x ,  d'où 

(a)  x=hxf,  en  posant  #i=  — r-. 

m  a 

Remplaçant  x  par  nx'  dans  (2),  on  en  tire  : 
,      (.r'-*)1— m*(nx>— ay+y 

'  = tj— — 

ou  bien 


h 


(ù)  .r^V+M-r^+Nx'+P. 

Portant  ces  valeurs  de  x  ci  y  dans  l'équation  (t),  nous  au- 
rons: 

?(«^I^'>-j-Mx,1+Nx,+P)=0  (4) 

pour  l'équation  du  lieu  du  sommet  A  ;  on  voit  que  cette 
équation  est  du  même  degré  que  l'équation  du  lieu  du 
point  a,  et  que ,   comme  celle-ci,  elle  ne  contient  que  des 


-  ICI  — 

fmissances  paires  de  l'ordonnée  y1,  ce  qui  montre  que  le 
lieu  des  sommets  A  est  divisé  par  la  droite  BC  en  deux  par- 
ties égales. 

SOLUTION  DE  LA  QUESTION  171  (t.  VI,  p.  455). 

PAH  M.  PAUL  SBBRBT. 


Théorème,  abcd,  ABCU  étant  deux  tétraèdres,  les  six  som- 
mets b,  cy  d,  B,  C,  D  demeurant  Gxes ,  on  donne  la  relation 

ab  ac ad  1 

AB~ÂC""ÏÎ5  ""C°  m* 

Si  le  sommet  a  décrit  une  surface  algébrique ,  divisée  par 
le  plan  bcd  en  deux  parties  égales  et  symétriques ,  le  som- 
met A  décrit  une  surface  du  même  degré,  divisée  de  même 
parle  plan  BCD  eu  deux  parties  égales  et  symétriques  (Ja- 
eobi). 

DémonsiruUion.  Sans  changer  la  nature  de  la  surface  dé- 
crite par  le  sommet  A ,  on  peut  faire  coïncider  les  plans  bcd, 
BCD,  et  de  plus  les  disposer  de  manière  que  les  directions 
des  côtés  bcy  BC  coïncident  et  qu'ils  aient  leurs  milieux  au 
même  point  o,  que  nous  prendrons  pour  origine  des  coor- 
données rectangulaires,  bc  étant  Taxe  des  x,  et  le  plan 
bcd  étant  le  plan  des  xy. 

Soient  ob=oc=ia  ;  bf  c  les  coordonnées  du  point  a  sur  le 
plan  xy. 

Soient  oB=oC=»ï  6,  7  les  coordonnées  du  point  D  sur 
le  plan  xy. 

Soient  .r,  y,  z  les  coordonnées  du  point  a%  dans  Tune  quel- 
conque de  ses  positions,  et  soient  x\y>,  z'  les  coordonnées 
du  point  A  dans  la  position  correspondante. 


—  m  — 

L'équation  di»  la  surface  décrite  par  le  point  a  sent  de  I* 
forme 

et  Ton  aura,  d'après  renoncé  do  la  question,  les  trois  éga- 
lités suivantes  : 

(*}    (.r'~-  «)'+/+2"=w,(^fl)'+wy +«V; 

(3)  (jZ+aj^/'+ï'^wV+^JH^y -h»"*1  ; 

(4)     (x'-tr+(y-y)>+z'*=m\x-by+  m\y-c)%+t,fz\ 
Retranchant  (3)  de  (2y,  on  obtient  :  fax'—lnfaxy  d'où 
(a)  j:  =  nx'j  en  posant  n  =  — — . 


a 

Retranchant  (4)  de  (2),  on  obtient  : 


2(6— a)  x'+  Zyy'+a*— S'— 7'=  2ro'  (6— h)jt  + 
+  2/w  V+™'(*'— ^  -  O . 
Or  de  cette  égalité  en  y,  remplaçant  x  par  sa  valeur  (a),  on 
tirera  une  égalité  de  cette  forme 

(0)  jr=\x'+lly'+C. 

EnCn  ,  remplaçant  x  et  y  par  leurs  valeurs  (a)  et  (b)  dans- 
l'équation  (-2),  on  en  tire  : 

(c)      z1=Mz/a+N/l+P^y+Qx,,+Ry+&r'+T. 

Donc  enfln ,  en  remplaçant  x,y>  zJ  par  leurs  valeurs  (a)y 
(£),  (c)  dans  l'équation  (1) ,  nous  aurons  : 

(5)  i[nx\  Ax'+Uy'+c,  Mz'*+clc...)=0 

pour  l'équation  de  la  surface  décrite  par  le  point  A.  Or 
cette  équation  est  du  môme  degré  que  l'équation  (1),  et , 
comme  celte  dernière,  elle  ne  contient  que  des  puissances 
paires  de  z\  d'^ù  il  suit  que  ,  eu  outre ,  le  lieu  des  points  A 
est  divisé  par  le  plan  BCD  en  deux  parlics  égales  et  symé- 
triques. Donc  le  théorème  est  démontré. 
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SOLUTION  DE  LA  QUESTION  172  (t.  VI ,  p  454). 


PAR  M.  EM.  lAFOMOE, 

Élèfe  au  Collège  militaire  de  La  Flôctoe. 


F*roblème*  Èfant  donnés  un  arc  et  sa  corde ,  trouver  le 
r^yon  (Vincent). 

Fig.  36.    Solution.   Supposons  le  problème  résolu,  et 
^oit  OB  le  rayon  du  cercle  cherché,  AB  la  corde  donnée, 

que  je  représente  par  2C,  cl  A//iH  Tare  que  je  représente 
far  2A.  Décrivons  un  cercle  concentrique  avec  un  rayon 
quelconque  OD,  et  joignons  les  extrémités  A  et  B  de  la  corde 
AB  au  centre  O. 

Les  rayons  OA,  OB  coupent  le  cercle  OD,  dont  j'appelle 
R  le  rayon  connu,  aux  points  C  et  D  ;  joignons  CD  ;  on  a  : 

arc  CD  arc  AB 


corde  CD      corde  AB 

Appelous  2x  la  longueur  CD  et  2a  la  longueur  de  Tare  CD. 

a 
l,c  triangle  rectangle  01 D  nous  donne  x  =  Rsin— ,  Mais 

MX 

on  a  la  proportion  a  :  x  ::  A  :  C  \  d'où  a  =  —  ;  donc 

Ax 
jc  =  R  sin  —  ;  on  obtieudra  donc  x  par  l'intersection  de  la 
CR 

Ax 

droite  y  =  x  avec  la  sinussoïdej-  =  R  sin  7^. 

Je  prends  pour  axes  de  coordonnées  des  droites*  rectangu- 
laires qui  se  croisent  au  centre  O  du  cercle,  et  ;  de  plus"  je 
prends  Taxe  des  abscisses  perpendiculaire  sur  la  corde  CD. 
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La  bissectrice  de  l'angle  des  axes  *  qui  est  la  droite  y  =  -r , 

est  Ox1.  Je  vais  chercher  les  principales  circofctances  de  la 

hx 
coarbe  y  =  R  sin  =-.  Pour  que  y  atteigne  son  maximum 

ou  son  minimum,  il  faut  que  pour  le  maximum  on  ait 

sin-—  =  1 ,  et  pour  le  minimum ,  sin  —  =  —  1.  Donc  le 

maximum  de  y  est  R ,  et  son  minimum  —  R.  Menant 
donc  au  cercle  (R)  deux  tangentes  parallèles  à  l'axe  des 
abscisses,  la  courbe  est  tout  entière  comprise  dans  leur  in- 
tervalle. Four  que  jr  =  R,  nous  venons  de  voir  qu'il  fallait 

.   Kx  Ax      (2k+i)7z 

que  sin—  =  —  t .  Donc  —  =  - — ,  k  étant  assujetti 

à  être  entier,  mais  pouvant  être  positif  ou  négatif,  ou  même 
devenir  nul.  De  là  on  tire  ? 

x = —  . — .  Faisons  successivement  4=0=1  =**.. . . 

et  portons  les  longueurs  trouvées  pour  x  en  OM ,  MM', 
M'M"....  La  courbe  passe  en  G ,  G',  G"....,  où  les  perpendi- 
culaires à  Taxe  des  x  coupent  les  parallèles  à  cet  axe ,  les 
perpendiculaires  étant  menées  par  les  points  M,  M',  M".... 
Pour  que  1  on  ait  y  =  0 ,  il  faut  que 

Rsin^  =  0    ou    sin^  =  0,    d'où    ^=fe} 

CR 

donc  x=  ~- .  ht.  Alors,  donnant  à  k  différentes  valeurs, 

nous  porterons  sur  Taxe  des  x  les  valeurs  correspondantes 
oP,  PP7....  de  g:.  Il  est  facile  de  voir  que  les  points  M,  M'.... 
sont  les  milieux  de  ces  dislances,  par  les  expressions  même 
qui  les  ont  données. 

Si  l'on  cherche  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente ,  on 
trouvera  pour  ce  coefficient ,  que  j'appelle  taug»  ; 
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A  t  A       Ai 

Par  suite,  on  voit  qu'aux  points  G ,  G'....  la  tangente  est 
parallèle  à  Taie  des  .r,  et  qu'aux  points  O,  P,  F....  on  a  : 

A 
tango  =  db  —  ,    donc    o»  >  45°. 

[  C 

Décrivant  la  courbe  par  points,  en  donnant  à  i  des  valeurs 

particulières ,  et  en  s'aidant  des  tangentes  que  Ton  déter- 
minerait pour  plusieurs  points ,  on  trouvera  qu'elle  coupe 
la  bissectrice  au  point  P  ;  donc,  pour  ce  point  on  a  : 

x~  Rsin  — . 
CK 

Par  conséquent ,  EF,  ordonnée  de  ce  point ,  est  égale  à  x  ; 
nous  portons  celte  demi-corde  dans  le  cercle  R  en  CI ,  et 
noua  la  prolongerons  jusqu'en  D.  Alors,  joignant  OD  et  OC , 
nous  mènerons  une  corde  AB  parallèle  à  D  et  égale  à  2C ,  la 
longueur  OB  sera  le  rayon  cherché 

ATote.  Il  est  plus  simple  de  prendre  R  =  1  ;  construisons 
lai  courbe  ^sin-r  =  x  ;  aux  valeurs  de  x  égales  à  +  n  ; 
=£=  2jt;  ±3k..  .,  etc.  répondent  des  asymptotes  qui  com- 
prennent entre  elles*  alternativement  au-dessus  et  au- 
<tessous  de  Taxe  des  x,  les  diverses  branches  de  la  courbe  ; 
les  maxima  et  minima  correspondent  aux  diverses  valeurs 
d°     x  qui  satisfont  à  l'équation  x  =  tang  x  (  voir  t.  I , 

P-     247).  Menant  à  la  distance  —  une  parallèle  à  Taxe 

fea  abscisses,  elle  coupera  le  système  des  courbes  en  une 
ùtCmnité  de  points  ;  on  aura  une  infinité  de  valeurs  pour 
*-    Soit  X  une  de  ces  valeurs ,  le  rayon  cherché  répondant 

à   oette  valeur  est  — . 

On  peut  aussi  résoudre  la  question  par  une  règle  de  fausse 
Position  et  par  le  retour  des  séries  (  voir  p.  11).       Tm. 
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SUR    UNE   CONIQUE    CIRCONSCRITE 
à  cinq  points  ou  inscrite  à  un  pentagone. 


1.  Lemme*  Cinq  points  étant  dans  un  même  plan,  dont 
trois  points  quelconques  non  en  ligne  droite,  il  y  en  a  an 
moins  quatre ,  sommets  d'un  quadrilatère  convexe. 

Démonstration.  Prenons  quatre  points,  sommets  d'an 
quadrilatère  à  angle  rentrant;  prolongeant  dans  les  deux 
sens  les  six  droites  qui  passent  par  ces  points  pris  deux  à 
deux ,  l'espace  du  plan  sera  partage  :  1°  en  six  régions  fer- 
mées trilatères  ;  2°  en  six  régions  ouvertes  bilatères  ;  S*  en 
six  régions  ouvertes  jtrilalères.  Faisant  la  figure,  il  est  facile 
de  se  convaincre  par  intuition  que,  dans  quelqu'une  de  ces 
dix-  huit  régions  qu'on  place  un  cinquième  point ,  il  formera, 
avec  trois  des  quatre  points  donnés ,  au  moins  un  quadrila- 
tère convexe. 

H.  Théorème  de  Mœbius.  Cinq  points  étant  situés  dans  un 
plan  dont  trois  points  quelconques  sont  en  ligne  droite,  il  y 
a  au  moins  quatre  points,  sommets  d'un  quadrilatère  con- 
vexe (  lemme  I  )  ;  par  ces  quatre  points  passent  deux  para- 
boles. Si  le  cinquième  point  est  situé  1°  sur  Tune  des  para- 
boles, elle  est  évidemment  la  conique  qui  passe  par  les  cinq 
points  ;  2°  dans  l'intérieur  ou  hors  des  deux  paraboles ,  la 
conique  passant  par  les  cinq  points  est  une  hyperbole  ;  3°  dans 
l'intérieur  d'une  parabole  et  hors  de  l'autre,  la  conique  est 
une  ellipse. 

Démonstration.  Soient  A ,  B ,  C ,  D ,  E  les  cinq  points , 
et  A,  fi,  C,  D  quatre  d'entre  eux,  sommets  d'un  quadri- 
latère convexe  j  prenant  O  intersection  des  côtés  opposés 
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ÀB,  CD  pour  origine  des  coordonnées,  BAO  pour  axe  de» 
jc  ,  et  DCO  pour  axe  des  y ,  on  aura  pour  équation  d'une 
conique  passant  par  les  quatre  points  : 

Dans  cette  équation ,  à  l'exception  de  B ,  tous  les  coefti- 
cients  sont  connus.  Le  quadrilatère  étant  convexe,  A  et  G 
sont  de  même  signe  ;  les  deux  paraboles  qui  passent  par  ces 
quatre  points  sont  données  par  la  double  équation 

Atrazfc2KAC^  +  Cxa+D4r+Ea::fF  =  0.     (2) 

Soient  x\  y  les  coordonnées  du  cinquième  point  E  et  le 
produit  a/y  positif,  alors  on  peut  le  supprimer  comme  facteur 
dans  les  inégalités.  Supposons  ce  point  1°  dans'  l'intérieur 
des  deux  paraboles  (2),  et  sur  la  conique  (1)  ;  rempilant  x 
et  y  par  d^y^  l'équation  (1)  s'annule ,  et  l'équation  dou- 
ble (2)  donne  deux  résultats  négatifs  (II,  p.  112).  On  a  donc 
par  soustraction,  les  deux  inégalités  +  2  J/AC  —  B  <  0 , 
— 2^ÂG-B<0  ;  la  première  inégalité  donne  B>2|/AC  ; 
donc  la  conique  (1)  est  une  hyperbole.  2°  Le  point  est  hors 
des  deux  paraboles.  Le  même  raisonnement  conduit  aux 
inégalités  +  2l/AC  —  B>  o,  — 2\/ÂC  — B>0;  or  la 
seconde  inégalité  est  impossible,  à  moins  que  B  ne  soit  néga- 
tif ;  alors  les  deux  inégalités  deviennent  2kÂC  -f-  \\  >  0  , 
—  2  K\(I-J-  B  >  0  ;  d'où  B  >  2  I/aC  ;  ce  qui  donne  en- 
core une  hyperbole.  3°  Le  point  est  hors  de  ia  parabole 
(+2V/AC)  et  dans  l'intérieur  de  la  parabole  (-2\/ÂC)  r 
ont  donc  +  2^10— B>0,  —  21/ÂCT—  B<0;  donc 
2(//ÎU>  B,  et  la  conique  (1)  est  uue  ellipse.  4°  Le  point 
£  est  dans  la  parabole  (+21/AC)  et  hors  de  la  parabole 
(-21/ÏC)  ;  on  a  donc  +2kÂC— B<0 ,  —  2l/ÂC-B>0 . 
cetlc  dernière  inégalité  ne  peut  subsister  qu'avec  B  négatif  -r 
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mais  alors  la  première  inégalité  est  impossible  ;  donc  ce  ca 
ne  peut  exister  pour  a*y  positif.  Supposons  maintenant  le 
produit  x'y  négatif,  et  repassons  par  les  mémos  hypothèses. 
En  supprimant  le  facteur  x'y\  on  devra  changer  le  signe  de 
l'inégalité;  ainsi,  pour  la  première  hypothèse,  on  ami 
2|//ÂC— B>0,  —  21/ÂC— B>0.  Cette  dernière  inégalité 
est  impossible,  à  moins  que  B  ne  soit  négatif  et  que  l'on  n'ait 
B>2KaC;  ce  qui  caractérise  l'hyperbole.  La  deuxième 
hypothèse  donne  2l'/AC—  B<0,  —  2|/AC— B<0;  dwc 
encore  B>2l/ÏC.  L'hypothèse  (3)  donne  2l/ÂC— B<0, 
—  2VÀC  —  B>0;  cas  impossible.  Enfln  l'hypothèse  (*) 
donne  2k/ÂC— B>0,  — 2l/ÂC— B<0  ;  d'où  <A/TÊ>1\ 
caractère  de  l'ellipse.  Ainsi  le  théorème  énoncé  par  M.  Moe- 
bius  (Calcul  Barycentrique,  p.  382)  est  démontré. 

Remarque.  Ce  théorème  est  démontré  par  une  méthode 
bien  plus  compliquée,  par  M.  Bnran  d'Odessa.  (CreUe, 
XV J,  215.  1835.) 

III.  On  peut  aussi  trouver  l'espèce  de  la  conique  par  dei 
constructions  géométriques.  En  effet ,  au  moyen  de  l'heu- 
gramme  de  Pascal ,  on  peut  mener  par  les  cinq  points  donnés 
A,  B,  C,  D,  E.  des  tangentes  à  la  courbe  non  décrite,  en  se  ser- 
ont de  la  règle  comme  instrument.  Ayant  un  pentagone  cir- 
conscrit, par  les  diagonales  de  Newton,  on  obtient  cinq  dia- 
mètres; mais  deux  suffisent.  Si  ces  deux  diamètres  sont 
parallèles,  la  conique  est  une  parabole  :  s'ils  ne  sont  pas  pa- 
rallèles, leur  intersection  O  est  le  centre.  Joignant  le  point  0 
au  point  de  rencontre  T  de  deux  tangentes  passant  par  A  et  B 
et  soit  I  l'intersection  de  OT  et  AB  ;  si  I  est  entre  T  et  0, 1* 
conique  est  une  ellipse.  Dans  toute  autre  position,  laconique 
est  une  hyperbole.  Si  O  est  entre  T  et  1 ,  les  points  A  et  B  ap" 
partiennent  à  deux  branches  différentes .  et  si  T  est  entre  0 
et  I .  les  deux  points  A  et  B  sont  sur  la  môme  branche. 
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IV.  Pour  connaître  l'espèce  de  la  conique  inscrite  à  an  pen- 
tagone ,  il  suffit ,  par  les  diagonales  de  Brianchon,  de  déter- 
miner les  cinq  points  de  contact ,  et  le  problème  est  ramené 
au  précédent. 

Y.  II  suit  du  théorème  de  M.  Moebius ,  que  si  cinq  sphères 
de  même  diamètre  sont  posées  au  hasard  sur  un  plan  horizon- 
tal,  il  y  a  infiniment  plus  de  probabilité  que  les  cinq  centres 
sont  sur  une  même  hyperbole  que  sur  une  ellipse ,  et  infini- 
ment plus  de  probabilité  pour  une  ellipse  que  pour  une  para- 
bole. 

TI.  Problème.  Cinq  points  matériels  parcourent  d'un  mou- 
vement uniforme  donné  ,  différent  pour  chaque  mobile,  cinq 
droites  données  dans  un  plan.  Quelle  est  l'espèce  de  la  co- 
nique passant  par  les  cinq  points  au  bout  d'un  temps  assigné  ? 
M.Paul  Scrret  nous  a  adressé  une  démonstration  du  même 
théorème»  très-exacte,  mais  moins  directe  et  plus  compli- 
quée. La  marche  est  inverse.  On  suppose  que  la  conique  est 
une  ellipse ,  et  on  prouve  qu'elle  a  tous  ses  points  dans  l'infé- 
rieur d'une  parabole  et  hors  de  l'autre.  Les  discussions ,  d'ail- 
leurs bien  faites ,  sur  les  positions  respectives  de  diamètres 
conjugués  dans  les  trois'coniqucs,  amènent  des  longueurs  que 
J'on  évite  dans  la  méthode  que  nous  avons  suivie  (*).    Tm. 
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(~)  Une  fol  a  lion  parvenue  trop  tard ,  et  meilleure  que  la  nôtre,  de  M.  Leseurre, 
'***  de  l'institution  Barbet,  paraîtra  prochainement. 
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scar  à  Paris.  1847.  In-8%  vin,  352.  Chez  Carilian  Gœnry 
et  Vor  Dalmont ,  libraires ,  quai  des  A ugustins ,  nmZ$  el 41. 
Les  géomètres  qui  lisenl  connaissent  les  beaux  travaux, 
les  ingénieuses  et  savantes  conjectures  de  MM.  Cbasles  et 
Vincent  sur  l'origine  de  notre  numération  chiffrée.  Ce  sont 
de  précieux  matériaux  pour  l'histoire  de  l'Arithmétique, 
sur  laquelle  on  possède  déjà  divers  essais,  mais  quinepoum 
être  complète  que  lorsqu'on  aura  analysé  les  principaux  w 
vrages  composés  sur  celte  science ,  chez  les  peuples  qui  l'ont 
cultivée.  Ce  serait  une  erreur  de  croire  qu'il  règne  là-dessus 
une  parfaite  uniformité  ;  elle  n'existe  même  pas  pour  le 
nombre  des  règles  fondamentales.  Nous  en  admettons  quatre 
et  les  Indiens  en  comptent  huit.  Ainsi  le  premier  chapitre  do 
Zifarau'est  une  exposition  du  système  des  mesures,  des  poids 
et  des  monnaies ,  et  le  deuxième  chapitre  contient ,  outre  la 
numération  décuple,  nos  quatre  règles  et  ensuite  les  quatre 
suivantes  :  élévation  au  carré,  extraction  de  racines  carrées; 
élévation  au  cube ,  extraction  de  racines  cubiques.  On  re- 
marque aussi  des  différences  dans  quelques  procédés.  On 
devra,  pour  que  ces  analyses  aient  un  intérêt  vraiment  his- 
torique, distinguer  les  ouvrages  purement  didactiques  de 
ceux  qui  ayant  un  but  spécial ,  ont  aussi  une  marche  spé- 
ciale. Les  premiers  seuls  donnent  une  idée  juste  de  l'état  com- 
plet des  connaissances  à  l'époque  de  lour  composition,  tandis- 
que  les  autres,  d'une  utilité  déterminée,  n'ont  ainsi  qu'une 
portée  restreinte,  adaptée  à  l'objet  qu'on  a  en  vue.  Tel  est 
le  Cours  actuel  dont  le  titre  annonce  le  but  spécial  et  qui  est 
encore  mieux  expliqué  dans  ces  paroles  de  lavant-propos  : 
«Exposer  l'arithmétique  d'une  manière  rationnelle  et  mé- 
»  thodique,  mettre  entre  les  mains  des  élèves  un  cours  écrit, 
»  complet  au  point  de  vue  des  examens,  et  dans  lequel  tout 
»  fût  à  étudier ,  tel  a  été  le  but  que  je  me  suis  proposé.  *  Le 
succès  que  l'ouvrage  a  acquis  depuis  sa  récente  apparition , 
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et  les  suffrages  flatteurs  que  les  hommes  compétents  lai  ont 
accordé  ,  montrent  mieux  que  tous  les  raisonnements ,  que 
l'auteur  a  atteint  son  but.  Le  fond  étant  irréprochable,  nous 
sommes  réduit  le  plus  souvent  à  de  minutieuses  observa- 
tions sur  la  forme. 

L'ouvrage  est  divisé  en  deux  parties,  suivies  d'un  ap- 
pendice. 

La  première  partie ,  qu'on  a  oublié  d'intituler,  contient, 
outre  les  notions  préliminaires y  sept  Chapitres,  et  une  por- 
tion du  huitième  appartient  à  la  deuxième  partie,  intitulée 
application-,  coupure  qui  ne  semble  pas  convenable. 

Dans  les  notions  préliminaires  (p  2)  l'auteur  dit  qu'il  par- 
lera plus  tard  des  nombres  fractionnaires  et  incommensu- 
r*ble$.  Alors  pourquoi  en  parler  maintenant?  Même  l'épi- 
thèto  de  nombre  entier  ne  doit  être  employée  que  quand  on 
est  arrivé  aux  Tractions  ;  c'est  là  sa  véritable  place. 

Ecriture  d'un  nombre  (p.  7),  c'est-à-dire  la  manière  d'é- 
crire un  nombre.  On  a  omis  de  dire  que  la  nème  tranche  ter- 
naire porte  pour  nom  le  quantième  /i— 2  latinisé  avec  la  1er- 
ninaison  en  if  lion.  Ce  n'est  qu'au  moyen  de  cette  convention 
qu'on  peut  lire  et  écrire  les  grands  nombres,  par  exemple , 
avec  148  chiffres.  On  peut  aussi  dans  ce  cas,  comme  fait  Ar- 
drimède  dans  son  Arénaire(I,  p.  515),  adopter  des  ordres  qui- 
naires, décennaires,  etc.  Cette  observation  est  d'une  immense 
importance  pour  les   candidats  à  l'École  Polytechnique. 
En  1847,  un  élève  qui,  d'après  notre  appréciation  person- 
nelle, méritait  d'être  admis  au  moins  dans  les  dix  premiers, 
«  été*  déclaré  inadmissible  pour  n'avoir  pas  su  lire  assez 
promptement  un  grand  nombre  d'après  la  méthode  de  l'exa- 
minateur. Ce  résultat  n'a  rien  de  surprenant  pour  ceux  qui 
connaissent  le  cœur  humain.  Lorsqu'au  tribunal  d'un  exa- 
men, le  candidat  se  montre  supérieur  au  juge,  sa  cause  est 
perdue. 
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Soustraction  (p.  \*2).  On  trouve  à  la  Gn  de  l'opération 
(p.  15),  un  théorème  dont  on  a  besoin  pour  la  commencer. 

Multiplication  (p.  15).  «  La  multiplication  de  deux  nom- 
>»  bres  entiers  a  pour  but  de  trouver  un.lroisième  nombre* 
»  composé  d'autant  de  fois  le  premier  nombre  donné ,  qu'il 
»  y  a  d'unités  dans  le  second.  » 

Cette  déGnition,  calquée  sur  celle  d'Euclide,  est  plus  claire 
cl  s'adapte  à  la  multiplication  fractionnaire.  En  débarrassant 
cette  déGnition  d'une  locution  vicieuse,  elle  devient  très- 
bonne.  On  peut  dire  :  la  multiplication  est  une  opération  dont 
le  but  est ,  etc. 

Les  principes  relatifs  à  la  multiplication  (p.  21)  ne  me  sem- 
blent pas  être  exposés  d'une  manière  méthodique  et  claire» 
tellement  que  l'auteur  lui-même,  dit  à  la  Gn  j  «  Cette  dé* 
»  monslration  ne  semble  pas  comprendre  le  cas  de  deux  fac- 
teurs (p.  24).  »  N'est-ce  pas  par  là ,  dût-on  faire  comme  tout 
le  monde, -qu'il  fallait  commencer  ? 

Division  (26).  Très-bonne  théorie  délayée  en  cinq  pages 
sans  compter  de  longues  notes  au  bas  de  ces  pages.  On  fait 
usage  de  signes  qui  n'ont  pas  été  expliqués.  Pourquoi  n'avoir 
pas  mis  ces  signes  au  commencement  de  l'ouvrage  ? 

Divisibilité  des  nombres  (p.  40).  Le  nombre  2  doit  être 
mentionné  expressément  parmi  les  nombres  premiers»  Les  ca- 
ractères de  divisibilité  sont  des  conséquences  immédiates  des 
résidus  de  la  progression  décuple,  base  de  la  numération»  etc. 
C'est  donc  à  cette  théorie  des  résidus  qu'il  convient  de  ratta- 
cher la  divisibilité 7  alors  tout  devient  général,  facile  et 
simple,  et  certes  il  ne  faudrait  pas  quatre  pages  (56  à  60)  pour 
établir  la  divisibilité  du  seul  nombre  1 1 . 

La  suite  des  nombres  premiers  est  illimitée  (p.  51).  S'il  y 
avait  un  dernier  nombre  premier,  le  produit  continuel  de  1  jus- 
qu'à ce  dernier  nombre  et  augmenté  d'une  unité,  serait  évi- 
demment un  nombre  premier,  ce  qui  implique  contradiction. 
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Table  des  nombres  première  (p.  52)  d'après  le  crible  d'Éra- 
tosthène. 

Théorie  du  plue  grand  commun  diviseur  (p.  54).  Très- 
complète.  Les  noms  que  portent  certains  nombres,  tels  que 
multiplicande,  multiplicateur,  diviseur,  etc. ,  provenant  de 
l'usage  le  plus  fréquent  auquel  servent  ces  nombres,  ne  pour- 
rait-on pas  dénommer  de  même  le  plus  grand  commun  divi- 
seur, de  son  usage  le  plus  fréquent ,  qui  est  de  simplifier  les 
rapports,  et  le  nommer  le  simplificateur?  Par  là  on  abrége- 
rait le  discours  et  l'on  éviterait  une  abréviation  disgracieuse. 

Théorème.  Tout  nombre  premier  absolu  qui  divise  un  pro- 
duit doit  diviser  au  moins  un  des  facteurs  de  ce  produit  (p.  61  ). 

On  donne  pour  raison  que  s'il  ne  divise  pas  un  facteur  en 
divisant  le  produit,  il  doit  diviser  l'autre  facteur.  Il  7  a  ici 
quelque  omission. 

Décomposition  d'un  nombre  en  ses  facteurs  premiers  (63  à 
76).  Est  dopnée  avec  un  développement  tel  qu'il  ne  reste 
rien  à  chercher  aux  élèves. 

Ou  lit  à  la  page  86  un  théorème  sur  l'addition  de  fractions 
égales,  terme  à  terme.  C'est  le  théorème  connu  que  dans 
une  proportion  géométrique  la  somme  des  antécédents  est  à 
la  somme  des  conséquents  comme  un  antécédent  est  à  son 
conséquent,  et  qu'on  démontre  de  nouveau  à  la  page  197. 
C'est  une  observation  utile  (p.  91),  qu'on  n'a  la  certitude  d'a- 
voir le  plus  petit  dénominateur  commun  possible  de  plusieurs 
fractions  que  lorsque  chaque  fraction  est  irréductible.  Il  7 
a  là  deux  fautes  typographiques  indiquées  dans  l'errata  et 
>  troisième  qui  est  omise.  A  la  ligne  10  en  remontant ,  au 


33  •  39 

lieu  de  —,  il  faut  lire  —-. 

52  52 

La  théorie  des  fractions  ordinaires  est  complète  et  ne  laisse 
aucune  question  d'examen  sans  réponse  ;  elle  termine  le  qua- 
trième chapitre. 

ÀVX.  01  MATS**.    Vit.  8 


—  114  - 

Le  cinquième  renferme  les  fractions  décimales.  Noos  re- 
commandons de  rechef  aux  élèves  la  lecture  des  fractions 
décimales  à  flgores  nombreuses  ;  on  les  lit  comme  s'il  s'agis- 
sait d'un  nombre  entier;  ensuite,  pour  connaître  la  dénomi- 
nation ,  on  ajoute  mentalement  un  chiffre  de  plus  à  gauche  ; 
on  cherche  d'après  la  règle  donnée  d-dessus(p.lll)le  nom  de 
la  dernière  tranche  à  gauche,  et  à  la  terminaison  en  ilJtm, 
on  substitue  celle  en  illionième.  L'oubli  de  cette  règle  a  en 
maintes  fois  une  influence  funeste  sur  le  sort  des  candidats. 

La  théorie  des  fractions  périodiques  satisfait  à  tontes  les 
exigences.  Siy  comme  nous  avons  dit,  Ton  donnait  les 
propriétés  des  résidus  de  la  progression  décuple,  on  en 
déduirait  d'abord  la  théorie  de  la  divisibilité,  et  ensuite 
aussi  facilement  le  théorème  de  Fermât ,  dont  les  fractions 
dites  périodiques  sont  une  conséquence  immédiate.  Mais  cela 
rendrait  toutes  ces  théories  trop  générales ,  trop  courtes, 
trop  faciles  :  trois  inconvénients  graves,  que  nos  auteurs  d'é- 
léments évitent  avec  raison  ;  car,  pour  donner  de  l'activité  i 
l'esprit  des  étudiants ,  il  faut  des  discours  longs,  des  raison- 
nements embarrassants.  Il  est  même  singulier  qu'on  n'ait  pas 
encore  donné  ces  deux  précieuses  qualités  à  l'addition  des 
nombres  entiers.  Gela  viendra  peut-être  ;  il  ne  faut  jamais 
désespérer  du  progrès.  (La  fin  prochainement.) 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  161  (t.  VI,  p.  273). 


élève  en  tpéeitlei  (  cluse  de  M.  Richard  ). 


Soient  A  et  A'  deux  points  d'une  ellipse,  AN,  ArN  deu 
normales  se  rencontrant  en  N  ,  n  et  n'  les  grandeurs  de 
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i ,  p  elpf  les  distance»  du  centre  aux  tangentes  pas- 
sant par  A  et  A\  d  le  demi-diamètre  parallèle  à  la  corde  A  A', 
on  a  :  1°  np+n'p'=%d%;  S*  si  Ton  mène  les  deux  antres 
normales  passant  par  N ,  on  a  np+rif/-\-n"p"+nmp'"=z  con- 
stante; V  si  A'  se  réunit  à  A ,  on  a  np  *  <f ,  où  n  est  le 
rayon  de  courbure  ;  4°  celte  dernière  expression  s'applique  an 
rayon  de  courbure  d'une  ligne  de  courbure  de  l'ellipsoïde, 
«fêtant  le  demi-diamètre  parallèle  à  la  tangente.  (Joachims- 

tbal). 

Je  ne  démontre  que  les  trois  premières  parties. 

I.  Soient  (j/,  y),  (j?",  y")  les  coordonnées  des  points  A 
et  A'  ;  m  étant  le  coefficient  angulaire  du  diamètre  dont  la 

longueur  est  2rf,  if  =    ,   ,  ,  ^     (a,   b  représentent  les 

U  lit  -f-0 

demi^axes  de  l'ellipse),  ou,  comme  m  = T^  , 


**»  = 


"    1*>*'^         ;  on  a  les  équations 
<V+  2ft1<ftrl+*$  (*V+  fc'F— e*)y—  2éVftr— 6V=0  ; 

(▼oyext.  VI,  p.  867); 

*'(*'+*")  _  s'y/ 
a«(/+y)  ""  t'Px'.r"  » 

dans  lesquelles  a  fi  représentent  les  coordonnées  du  point  N. 
Si  l'on  combine  l'une  des  équations 

avec  la  relation 
-on  arme  à 

f&v+Vafxr+fyy)' p~    *v*,+*v.r''+ayy')' 
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II.  t*  Abaissant  du  contre  de  l'ellipse  0  les  perpendteu  - 
laires  OP,  OQ  sur  les  normales,  on  a  AP=/>;  À'Q=/>'.  L-« 
cercle  dont  ON  est  le  diamètre  passe  par  les  points  P  et  Ç^  , 
et  les  puissances  des  points  A  et  A'  par  rapport  à  ce  cercB  « 
sont  précisément  les  valeurs  de  np  et  rip'.  Or  l'équation  dk.  « 
cercle  est  x%—(tx-\-y'—^y=0;  donc  les  puissances  seroarat 
égales  à 

x"-ax,+yn-$y,     x"t-ax"+y'^-fy. 

np+n'P'=(x,+z>y+(y+jry-a(x>+jS')-p(y+s). 

Cette  expression  devient ,  en  mettant  pour  <*,p  les  valecimjt 
indiquées  ci-dessus',  et  réduisant  au  même  dénominatecw, 

(i'+xY^VW^+^W-  b*c%x:aP)  + 
+(y'+ï'n**b*+a'b*yy+b'aix'x''+aic'yy*)— 
—  2  (j1/  +  y' y")  a'b*  {aW  +  b'x'x"  +  a^y") 
a,b'(a'b,+b>x'x"+a'yy) . 

Le  dénominateur  étant  celui  de  2<f,  au  facteur  <s'6*  pr— ■*, 
il  faut  prouver  que  le  numérateur  est  égal  à 

"tb'[oKS+yy+bi{x,+xy].  ■ 

Ce  numérateur,  par  des  réductions  évidentes  ,  se  traa^nt* 
forme  en 

aW  (x'  +  x"  )'  +  a*b*  (y' y")'  -f  2  (  4**'*'  -f  a*y  — '/) 
(à'bt+b'x'x"+^yy')-2a'b,{a'b,+b'x'x"+a'yy')(  x>x«  I  j  —Y) 
=  2(a«A'  +  6Vf  +a'yy')  (b  W+  oV>"  —  «'*** 

=  2(a'— &')  («>>"— 6V/)  {a'b'+b'x'xH+ayy)  + 

+«  Wf.r'-f  x")' +<,*&♦(/+/')'•  •  • 
r=2<x,6'(a•-&•)  (a>y-6Vx")  +2(a'-6')(a46<— a*64j 

-a*&V,,)+aW(x'+x'')'+aW(y+/')% 
parce  que 

n'y",  a'y^a'b'—b'x")  (a'b'-b'x'"). 


—  117  — 
Occupons-nous  du  facteur  de  a'b7,  qui  est 
2(a*— 6')  (ay/-Wx")+2(ai^ï)  (aV-b^-Px»)  + 
+a%b%xn+2a%b%jd^+a%b%xm+a%by%^aibyyn^a%Y% 
=  2ay^"+26Vx"+2a4^— aVx^-a'ftV— 2aW  + 

+  264x',+264xr'^^.a^y,+af6y', 
=  ft^x'+^'T+^Vy+aa^-a^^ay — a*b%  + 
+  ^/«-.  2a1A4+  6"(&V'+ay,)+  6t(^^"1+ay ,f  = 
==6<(a:'+x7+tfV+.r7---  c.  q.  f.  d. 
Remarque.  Soient  2,  ï  les  angles  NAF,  NA'F,  F  étant  le 

foyer.  Substituant  pour  p9p'9  acosî,  acosï  dans  l'égalité 

d% 
np+n,ptz=z2d%9  il  vient  /icos*-j-n'cosi'=  2  — .    On    a 

donc  ce  théorème  : 

«  La  somme  des  lignes  obtenues  en  projetant  les  longueurs 
de  deux  normales  comprises  entre  leur  point  de  concours  et  les 
points  où  elles  rencontrent  rectangulairement  l'ellipse,  sur 
les  rayons  vecteurs  de  ces  points,  est  égale  à  la  corde  focale 
parallèle  à  la  droite  qui  les  joint.  » 

Si  les  deux  points  sont  symétriques  par  rapport  au  grand 
ou  au  petit  axe,  on  obtient  la  projection  de  la  normale  ter- 
minée au  grand  ou  au  petit  axe  (  — ,  a  y 

2°  np+nfp+n'p"+ntY1.  Soient  B,  B'  les  deux  autres 
points  dont  les  coordonnées  seront  (xtyt)  {x,y%). 
Cette  somme  égale 

*»  +  *"■  +  *;+*;  +/' +y"+ r;+r;  - 

=(x'+^+xl+a:J^2P,(x)+(/+/')+iri+r-)*- 
^(y)^(xt+x''+xt+x%)^{y+y+^+y%)  ; 

et  Ton  n'a  plus  qu'à  porter  les  valeurs  des  sommes  ei  des 
produits  tirés  des  équations  c*.r4—,  etc.,  etc.;  cy+,  ele  , 
etc.  Le  résultai  ûnal  est  2(af+*3).  Ainsi  d'étant  le  demi- 
diamètre  parallèle  à  BB',  ou  a  d* +d"  =a%+b\ 
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Remarque.    «  Lee  quatre  lignes  obtenues  en  projetant  t*x 
longueurs  de  quatre  normales  comprises  entre  leur  point  *Me 
concours  et  les  points  où  elles  rencontrent  rectangulaircmcwmt 
la  courbe 9  sur  les  rayons  vecteurs  de  ces  points,  est 
étante.» 

3*  Si  les  de»  points  A,  A'  te  confondent,  2#y  = 
npszd\  n  représentant  le  rayon  de  courbure.  Cette  valemar 
n'est  autre  que  celle  qui  a  été  donnée  par  M.  Abel  Trama  m 
(voir  t.  III ,  p.  596).  Remarquant  que 

et  sa—- —  ,  B=:âcosi,  ona  n  = r- 

(ce  qui  est  la  valeur  donnée  par  un  abonné  y  t.  IV,  p.  25HB). 

Note.  Une  démonstration  plus  directe  du  beau  ! 
de  M.  Joachimsthal  est  à  désirer. 


\ 


NOUVEAUX  THÉORÈMES  ALGÉBRIQUES 

relatift  au  $y$tême  de  deux  équations  entre  deux  variable** 

j 

Par  M.  C  G.J.JAGOB1,  profetseor  ordinaire  de  mathénialiqtiea,  à 
(Crelle,  XIV,  281 ,1835.) 


De  tous  les  théorèmes  qu'on  donne  dans  les  éléments  d'a^ 
gèbre,  il  en  existe  à  peine  un  seul  plus  utile,  principalemen- 
dans  les  équations ,  que  le  suivant  : 

«  X  étant  une  fonction  rationnelle  entière  de  x ,  on  a  r 


(kh 
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»  si  on  étend  la  somme  à  tontes  les  racines  de  l'équation 
»  X=0,et  siU  est  nne  antre  fonction  quelconque  rationnelle 
»  et  entière  de  .r,  d'un  ordre  inférieur  de  deux  unités  à  la 
»  fonction  X.  » 

Dans  ce  qui  suit ,  nous  démontrerons  comment  on  étend 
ce  théorème  au  système  de  deux  équations  algébriques  entre 
deux  variables.  Soient/,  y  des  fonctions  rationnelles  entières 
de  .r  et  de  y,  qui  montent  respectivement  au  p*1*  et  /"• 
degré.  Supposons  que  w  soit  le  degré  des  équations  Anales  qui 
proviennent  de  l'élimination  de  Tune  et  de  l'autre  variable 
des  équations  f=0,  ?=(>. 

Soient  ces  équations  Anales  : 

X=0,  Y=0, 

l'une  en  x  et  l'autre  en  y.  Supposons  de  plus  que  M,  N,  P,  Q 
soi»!  les  fonctions  multiplicatrices,  les  plus  simples,  ration- 
nelles, entières,  au  moyen  desquelles  on  obtienne  iden- 
tiquement : 

M/+N*  =  X, 

P/+Q?  =  Y; 

soit  enfin  MQ— NP=V, 

nous  désignerons  par 

[x*,  y  fi] 

une  fonction  rationnelle  entière  en  x  et  y  dans  laquelle 
x«,  y  fi  sont  les  plus  -hautes  puissances  de  x,  y  qui  se  trouvent 
dans  cette  fonction,  et  soit 

f=[x*,yfi],i=[xy,y*]. 

On  aura ,  d'après  les  principes  algébriques  connus  : 

M=[:r«-«, y*-*],  N=  [x^-v^fi-*] 

d'où  V  «  MQ  -  MP  =t  [*"-*,  y"-'] . 
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Or  M  et  P  sont  de  degré  w — ja,  el  N,  Q  de  degré  w—^ 
donc  V  est  de  degré  2  w— jx— ». 

Supposons  que  jc=xtJjr=^rt  ;  .r=jra,  ^==r,; x=&w, 

y=fw  soient  les  racines  simultanées  des  équations 

Toutes  les  fois  que  x=xm ,  y=yn ,  m  n'étant  pas  égal  à  n , 
satisfait  aux  équations  X  =  M/+  N?  =  0  ;  Y=  P/+  Q? =0, 
mais  pas  aux  équationj,/=0, 7=0  comme  de  ces  équations, 
on  déduit  V/=0;  V?=0;  donc  V=0. 

«V»,  «désignant  la  valeur  que  prend  l'expression  MQ— NP, 
»  en  posant  en  même  temps  .r=j:w,  y=ynf  lorsque  m  et 
»  n  seront  différents,  on  aura  Vmn  =  0 ,  ou  bien  Y  s'éva- 
»  nouira  pour  toutes  les  racines  des  équations  finales  qui  ne 
»  sont  pas  racines  simultanées  des  équations  proposées.  » 

Différentiant  par  rapport  à  x  et  à  y  les  identités 
M/+N?=X;  P/+Q<p=Y,  et  mettant  après  la  différentia- 
tion  les  racines  simultanées  des  équations  f=0 ,  <p=0 ,  il 
vient: 

M/'(*)+N?'(.r)=X';  P/'(*)+Q  ?'(*)=<>, 
M/VJ+N^^O;  P/'(y)+Q?'(,r)=Y'. 

Posons  pour  abréger  : 

/W(rW(*)/'(.r)=R; 
il  vient  :      R.  M  =  +  X»,  R.  P=  -Y'^(x) , 

R.  N=-X'/>,  R.  Q=+Y'/'(.r), 
d'où  RV=XT. 

Nous  voyous  donc  qu'en  substituant  dans  Y  les  racines 

simultanées  des  équations,  on  obtient  le  même  résultat  que 

X'  Y' 
si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  l'expression  ,  ou 

K 

désignant  par  X'm,  Y  m,  Rm  les  valeurs  que  prennent  X',  Y', 
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R  pour  les  racines  simultanées  xm,  ym  des  équations  /»Ot 

T=0,  on  obtient  V.,„=^^. 


II. 

Dans  l'expression  V ,  les  variables  x%  ^  pris  séparément 
tintent,  comme  nous  avons  vu  ci-dessus,  au  degré  ***— 1, 
conséquent  è  un  degré  moindre  d'une  unilé  que  dans  X 
«t  Y  qui  sont  de  degré  tv.  On  aura  par  la  théorie  de  la  dé- 
composition des  fractions  rationnelles 

V  Vm,n 


X.Y  Tm.ru{x-xj(jr*-?u) 

La  somme  étant  étendue  à  toutes  les  valeurs  des  indices 

*w,  n  comprises  dans  la  suite  1,2,  3 *v  ;  mais  dans  les 

-w*  expressions  que  la  somme  comprend ,  toutes  celles  dans 
lesquelles  m,  n  sont  diverses  s'évanouissent ,  comme  il  a  été 
*lit  ci-dessus  ;  il  ne  reste  donc  que  les  termes  ou  m=n  ;  d'où 
l'équation  précédente  se  change  en  celle-ci  : 


3  Y     X'w,  Y'm  {x—xm)  (y-ym)      R-  (*-*»)  {y— y*) 
C'est  une  équation  très-remarquable. 
On  en  tire  : 

V=g-(x— xj  (jc— x,)...(x— jv)  (y—yj  (y-yù-(y—y») 
+7f(-r— *J  (*— .r)-  (*—*•)  (r— r.)  ly—yù—  Cr— ^) 

etc., 

en  supposant  toutefois  qu'on  ait  rendu  le  coefficient  de  la 
plus  haute  puissance  de  x  dans  X  et  de  y  dans  Y  égal  à 
l'unité. 
Soit  U  une  fonction  rationnelle  entière  de  x  et  de  y  et 
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Vm  la  valeur  de  U  pour  x=xm\  y=ym-,  on  pent 
U  =  Um+W  (x-x.O  +  W'f^-^W  et  W  étant  des 
fonctions  de  or,  y  rationnelles  et  entières. 
D'où 

u  vm  .    w         w 


(x— x.)  (y-ym)      (x— x»)  (r— r»)     r-^« 

Développons  ees  diverses  fractions  selon  les  paissantes 
descendantes  de  or  et  de  j',*  la  première  fraction  du  second 
membre  est  la  seule  dans  ce  membre  qui  fournisse  des  puis- 
sances de  x  multipliées  par  des  puissances  de  y;  elles  sont 
donc  les  mêmes  que  celles  qui  sont  données  par 

U. 

(x-xm)  (y-ym); 

donc,  en  développant  l'expression 
UV  U 

=  2- 


XY         Rm  (x—xm)  {y-ym) 

selon  les  puissances  descendantes  de  x  et  dey,  les  termes  prove- 
nant de  la  multiplication  des  puissances  négatives  de  x  parles 
puissances  négatives  dey  sont  les  mêmes  qu'en  développant 

, Es 5 »         D- 

Rm(x-xm)  iy— y»)    R. {x—x,)  (y-yd  '  R,(x-xj(r-^J, 

UV 
on  bien  dans  le  développement  de  ^—  le  coefficient  de 

x-^  est  5^+2^+..  **Ç£5=î 

d'où,  en  posant  U=R, 

en  développant  suivant  les  puissances  descendantes  de  x 

RV 
et  de  y  l'expression  =^,  le  coefficient  du  terme 

jc-fr+Oj-tf+O    est    x,  «y%ï  -f  x,*  yj* xw*yw\ 
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Ce  qui  précède  peut  servir  à  trouver  la  valeur  de»  expression» 

*,*y,fi  +  ***yj+ x»*yw*> 

laquelle,  lorsque  ni  «  ni  (5  ne  sont  nuls,  se  trouve  pénible- 
ment par  les  méthodes  ordinaires. 

III. 

Y  ne  peut  monter  qu'au  degré  2w— fx— v  ;  XT  est  de  degré 

V 
2*p  ;  donc  •==  ne  P^nt  monter  qu'au  degré — 0*-H  ;  le  terme 

général  du  développement  est 

par  conséquent  ce  terme  est  nul  toutes  les  fois  qu'on  a 

a-f  p-f  2<f*  +  v;delà: 

Théorème. 

Soient?,  /  des  fonctions  quelconques  rationnelles  en- 
tières; soient  x=xgJ  x^x%. .  .x= x*  ;  y=yl7  y=y%- .  >y=yw  * 
toutes  les  racines  simultanées  des  équations  /=0f  ?=0; 
soit  ensuite  Rm  la  valeur  de  l'expression 

pour  x=sxm,  y^ym\  alors  l'expression 

*t*yf  ,  x*«yJ*  ,  _  _  x»*y»£  ^ 

R,  R,  R«o 

o  et  p  désignant  des  nombres  entiers  positifs  dont  la  somme, 
augmentée  de  deux  unités,  est  moindre  que  la  somme  de» 
degrés  des  équations  f=0,  <p=0. 
De  là  cet  autre  théorème  : 
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Théorème. 

Soient  /,  ?  des  fonctions  quelcohqaes  de  x  et  de  y, 
tionnelles  et  entières;  soit  F  une  autre  fonction  quelconque 
mêmes  variables,  rationnelle  et  entière,  et  d'un  degré  moindi 
de  trois  unités  que  les  sommes  des  degrés  de/ et  de  r,  al 

F 

la  somme  étant  étendue  à  toutes  les  valeurs  de  x  et 
y  qui  sont  racine  simultanées  des  équations /=0,  yc=rO. 

Nous  donnerons  un  seul  exemple  pour  confirmer  ce  ; 
marquable  théorème.  Soient/,  y  du  second  degré;  dans  &m 
cas ,  on  peut  déterminer  la  constante  X ,  de  manière  qm^ 
/+  ty  puisse  se  décomposer  en  deux  facteurs  linéaires,  e*  * 
cela  de  trois  manières ,  par  les  trois  racines  de  l'équation* 
cubique  dont  dépend  la  valeur  de  >  ;  soient }',  X"  deux  de  umM 
valeurs  diverses,  et  soit  it=/-|-X'<p=*i/;  Q=f-\-\"y=sçw^ 
t,  u,  v,  w  désignent  des  fonctions  linéaires.  Les  racines  defl* 
équations/ =  0,  <p=0  sont  les  mêmes  que  celles  des  équa — 
lions  rc=0i  <t>=0 ,  qui  peuvent  se  décomposer  en  ces  quati  ^ "^ 
systèmes  d'équations  linéaires  •. 


1)     1  =  0,  *>  =  0; 

d'où  suit 

*=x,*y=y,; 

2)     *  =  0,w=0; 

*=x*,y=y*î 

3)     tt=0,  f=0, 

*=*s ,  y=y*  ; 

»)     u=0,  w=0, 

*=**%y=v*\ 

d'où  s'ensuit  •. 

• 

«,  p,  7,  <î  étant  des  constantes. 
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,  pour  abréger, 

-à^x.iy^y^+x^y^y^+x^y^r^y^) 

doit: 

dt    dv       dt  dw 
dx  dy      dy  dx' 


— i  =  -a7A4 


dt  dw        dt   dw        .     ~ 
dx  dy        dy  dx  % 

àudv       du    dv 
di'dy~'dy  di  =  +  ^% 
du  dw       du  dw 
dx  dy       dy   dx  '' 

'W+XSH A  y)*\*) = — *y\mv+*tojit>  + 

t  observer  que 

**  y  $  ',  *>  <>>  «* 
l  simultanément  les  valeurs 

*..Jr.iO,  —  pAi,Otttn 

^.,^.>0,+pAo7A4,0, 

*t»ri»  —  **4l0,  —  *A.» 

^4.^4,4" «A,  0,-7^,0- 

donc  : 

-V       A,A,A4  _  A,  A4  A,  =  A4  A,  A,  _  A,  A,  Ai 

l7*         R,  R,  Ra  R4 

es  le  théorème,  on  doit  avoir  : 
1,1,1,1 

ïï;+f,+r,  +  r;=0> 

x'  _i_  x%  _j_  Xj  _L  X4  —  n 

r.+r.+r;+r:-0' 

R,       R,       R,       R4 
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Substituant  les  valeurs  de  R„  R„R„  R4 il  fient  les  identités 
évidentes  : 

A.  +  A,  +  A,  +  A,  =  0, 

•*.  A.  +  *.  A, +*A  +  X4  A4=0, 

Kœnlgsberg,  13  juin  1835. 

Note.  Tous  les  géomètres  connaissent  le  beau  mémoire 
analytico-géométrique  de  M.  Liouville,  relatif  à  ces  théo- 
rèmes de  M.  Jacobi  (Journ.  de  mathém.,\l ,  p.  345.  1841). 

ANNONCE. 


Complément  des  élément*  d'arithmétique,  comprenant  h 
théorie  des  nombres  négatifs  ;  divers  problèmes  et  théo- 
rèmes relatifs  aux  quantités  commensurables;  le  binôme 
de  Newton  ;  le  calcul  des  probabilités;  la  théorie  des  limi- 
tes; la  théorie  des  nombres  incommensurables  ;  les  frac- 
tions continues;  la  théorie  des  logarithmes  considérés 
comme  exposants,  et  la  théorie  des  approximations  numé- 
riques, par  E.  Lionne t,  professeur  au. lycée  Descartes, 
in-8°,  1848  ;  chez  Dezobry,  rue  des  Màçons-Sorbonne,  1. 
Prix  :  2  fr.  50  c. 
La  seconde  édition  de  l'arithmétique  du  même  auteur  et 

augmentée  d'une  table  de  matières ,  vient  de  paraître. 

SOLUTION  DE  LA  QUESTION  177. 

PAS.  M.  UIGAUAXS  , 

Élève  du  Collège  militaire  de  La  Flèche. 


Donner  une  discussion  complète  du  lieu  géométrique  d'un 
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pomi  tel,  qw  si  de  là  Von  mène  les  tangentes  à  deux  cerclée 
égaux  donnés  ,leur  rectangle  soit  constant.  (Strebor.) 

Commençons  par  chercher  l'équation  générale,  sans  faire 
d'abord  aucune  hypothèse  sur  les  données  qui  sont  le  rayon 
R,  la  distance  des  centres  dy  et  la  valeur  nC  du  rectangle 
des  tangentes. 

Comme  tout  est  évidemment  symétrique  autour  de  la 
ligne  des  centres  00*  (fig.  18)  et  de  même  autour  de  la  per- 
pendiculaire CT  menée  au  milieu  C  de  00',  je  prends  ces 
deux  droites  pour  axes  de  coordonnées. 

Cela  posé,  soit  m  un  point  du  lieu.  Je  mène  de  ce  point  la 
tangente  *»R  au  cercle  (OR)  et  la  tangente  mR}  au  cercle 
(OR'). 

La  condition  du  lieu  est  que  mR.mR'=R\  De  là  je  déduis 

*iR'.ji»R"=mSou  (fini—  ÔÏC)  (Oto  — ÔJV)  =  m*, 

ou ,  réduisant  les  termes  semblables  9  et  ordonnant  par  rap- 
port àr,rM-  (a^-2R'+irf')y+  (*'-!<*•)•- 

Résolvant,  et  effectuant  sous  le  radical  toutes  les  réduc- 
tions, j'obtiens  définitivement  : 

f=  (R'-irf')— x'zfc  \/rfV+m4. 

La  forme  de  cette  équation  indique  tout  d'abord  la  symétrie 
parfaite  que  la  géométrie  noftsadéjà  fait  reconnaître  par  rap- 
port aux  deux  axes  coordonnées.  Pais,  rf^-f-m*  étant 
toujours  positif ,  quelle  que  soit  la  valeur  de  x,  la  discussion 
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relative  aux  conditions  de  réalité  de  y  doit  porter  sur  la 

valeur  et  sur  le  signe  du  terme  R' — -d*. 

La  géométrie  et  l'algèbre  se  trouvent  donc  ici  parfaite- 
ment d'accord  relativement  aux  points  à  discuter. 
Le  cas  où  les  cercles  sont  extérieurs  sans  se  toucher  se 

traduira  par  <*>2R,  ou  R* — -<**<0;  le  cas  où  ils  sont 
tangents  extérieurement  par  rf  =  2R,  ouR* — —  <T  =  0;  le 

cas  où  ils  se  coupent  par  d  <2  R,  ou  R' — -</*>  Of  celui 

où  ils  sont  tangents  intérieurement  par  d=Q.  Enfin,  il  y 
aura  à  examiner  le  cas  singulier  où  chaque  cercle  ae  réduit 
à  un  point,  c'est-à-dire  R=0. 

Ainsi,  voilà  les  hypothèses  que  nous  allons  examiner 
successivement,  en  commençant  par  les  plus  remarquables t 
R=0,  <*=0,  <*<2R,  <*=2R,  <*>2R. 

Premier  au. 

R=0.  Les  deux  cercles  se  réduisent  alors  à  leurs  centra, 
et  par  suite  les  tangentes  se  confondent  avec  Om  et  Ofm 
(fig.  18).  Le  lieu  demandé  devient  donc  le  lieu  géométrique 
des  points  tels  que  le  produit  de  leurs  distances  à  deux 
points  fixes  soit  constant. 

Cest  la  courbe  connue  sous  le  nom  d'ovale  ou  ellipse  de 
Cassini.  Son  équation,  facile  à  obtenir  directement,  et  qui  se 

déduit  de  l'équation  générale  trouvée  plus  haut  en  y  faisant 

d 
R=0,  et  posant,  pour  simplifier  -  =  D,  est 


le  signe  —  du  radical  ayant  dû  évidemment  être  écarté, 
comme  ne  donnant  aucune  valeur  réelle  de  jr. 
Pourquoi  soit  réel,  il  faut  quex%+D>soit<l/4Daxa+m4, 


—  129   — 

ou  x4—  2DV-J-D4— /w4<0.  Ainsi,  x*  doit  élre  compris 
entre  les  racines  de  l'équation  .r4— 2Daj:9+D4— m4=0,  qui 
sont  x?=zW-{-m\  .r„a=Da— m\ 

Dans  tons  les  cas,  on  voit  que  la  courbe  est  limitée  en  tous 
sens;  mais  il  y  a  évidemment,  pour  connaître  la  forme 
exacte,  à  examiner  successivement  les  hypothèses  D  <  m, 
V=bi,  D>  tfi. 

Pour  D</î»,  il  n'y  a  à  adopter  que  la  limite  j?/=B,+»»àî 
la  seconde,  étant  négative,  doit  être  rejetée.  La  courbe 
ne  rencontre  l'axe  des  x  qu'en  deux  points  situés  de  part  et 
d'autre  de  l'origine  à  une  distance  égale  à  V/Da+ wi*  ;  elle 
a  pour  centre  l'origine  et  offre  d'ailleurs  une  grande  ressem- 
blance avec  l'ellipse. 

Pour  D>  m,  les  deux  limites  sont  convenables;  il  y  a 
avec  l'axe  des  x  quatre  points  de  rencontre  déterminés  par 

les  abscisses  x'=±  l/iy-\-m\  x"=  ±  j/D'— m*  ;  la  courbe 
n'existe  pas  dans  l'intervalle  des  deux  points  x"  ni  en  dehors 
de  l'intervalle  des  deux  points  x].  Elle  est  composée  de 
deux  courbes  ovales  égales,  symétriquement  placées  par 
rapport  au  centre. 

Pour  D=/w ,  x"  devient  0 ,  les  deux  courbes  ovales  vien- 
nent se  réunir  en  passant  toutes  deux  par  l'origine ,  qui  con- 
tiûue  d'être  un  centre.  Je  ne  m'étendrai  pas  plus  long-temps 
sur  cette  courbe,  qui  est  assez  connue. 

Second  cas. 

d=Ù.  Les  deux  cercles  se  réduisent  à  un  seul,  et  la 
question  devient  celle-ci  : 

Trouver  le  lieu  des  points  d'où  l'on  peut  mener  à  un  cercle 
une  tangente  d'une  longueur  donnée  m. 

L'inspection  seule  de  la  Ggure  (  fig.  18)  montre  que  si  mR 
est  constant,  om  doit  l'être  aussi ,  et  que,  par  conséquent, 

An».  DE  Mathém.  vu.  9 


le  lieu  cherché  est  une  circonférence  de  cercle  ayant  o  pour 
centre  et  V&%+m%  pour  rayon. 

L'équation  trouvée  ci-dessus  devient,  sous  l'hypothèse 
d  =  0, 

xt+^ï  =  Radbma. 

En  prenant  le  signe  -f ,  on  a  précisément  le  cercle  qu'in- 
dique la  géométrie. 

Le  signe  — ,  qui  indiquerait  des  points  situés  en  dedans 
du  cercle  primitif  si  R  est  >  m ,  un  seul  point  si  R  =  m , 
un  lieu  imaginaire  si  R  est  <  m ,  doit  évidemment  être 
rejeté  (*). 

Après  cette  rapide  discussion  de  deux  cas  singuliers ,  ren- 
trons maintenant  dans  la  véritable  question,  et  examinons- 
la  sous  trois  hypothèses  différentes. 

Troisième  cas  (fig.  19). 
Les  deux  cercles  se  coupent.  L'axe  des  y  est  la  droite  qui 
joint  les  deux  points  communs  H  et  H'  [fig.  19)  j  R*—  j  <T 

est  >  0,  et  représente  le  carré  de  l'ordonnée  CH  que,  pour 
abréger,  nous  désignerons  par  h.  L'équation  est  donc 

y  =  à*—  x%  ±  V<rx%+  m*.  (i) 

Prenons  d'abord  le  radical  avec  le  signe  -f . 

Pour  que^  soit  réel,  il  faut  que  \/<£x*-\-mh  soit  >x* — A*,, 
ou  d*x%+  m*  >  .r4-  2fcV+  h*. 

Les  limites  entre  lesquelles  il  faut  prendre  x*  sont  four- 
nies par  l'équation 

.r4—  (W+  O)  x*+  h*—  m*  =  0  , 

et  sera  par  conséquent  : 

O  Ce  cas  est  susceptible  d'une  interprétation  géométrique.  Tm. 


\ 
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*; = *'+  Çt-y  mi+ <n'+ j  * 

Suivant  qu'on  a  ma<à%  ma  =  Aa,  m9>/*%  le  radical  est 
<;  que  la  quantité  qui  le  précède,  égal  à  cette  quantité ,  plus 
grand  que  celte  quantité.' 

Fïg.  20.  1°  Soit  i»a<À*.  Alors  les  deux  limites  convien- 
nent :  la  courbe  rencontre  l'axe  des  x  en  quatre  points  cor- 
respondants aux  abscisses  .r,  et  xtl.  Donc,  en  prenant,  pour 
représenter  les  valeurs  xt  les  deux  distances  OQ'  et  OQ", 
pour  représenter  les  valeurs  x)t  les  distances  OF  et  OP" 
(ftg.  20),  la  courbe  est  composée  de  deux  parties  égalés ,  fer- 
mées, symétriquement  placées  par  rapport  au  centre,  et 
comprises.  Tune  entre  les  parallèles  à  l'axe  des  y  menées 
par  les  points  Py  et  Q, ,  l'autre  entre  les  parallèles  au  même 
axe  menées  par  les  points  Plt  et  Qy/.  Dans  chacune  d'elles  on 
découvrira  facilement  les  points  pour  lesquels  l'ordonnée  est 
maximum  en  valeurs  absolues,  et  qui  correspondent  au  mi- 
lieu des  intervalles  P'Q'  et  VuQir  Ce  sont  deux  courbes  ovales 
pareilles  à  celles  de  la  courbe  de  Gassini  quand  D  est  >  m  -, 
elles  sont  tangentes  aux  parallèles  à  Taxe  des  y  aux  points 
où  elles  rencontrent  l'axe  des  x. 

2°  Quand  m*  devient  égal  à  h\  il  semble  qu'il  doive  arriver 
ici ,  comme  pour  la  courbe  de  Cassini ,  que  les  deux  lignes 
ovales  viennent  se  réunir  en  passant  par  le  centre.  C'est  ce 
que  semble  en  effet  indiquer  l'algèbre ,  en  donnant  x*  =  0 
avec  x*  =  2#+  d%  Pour  abscisses  des  points  de  rencontre 
avec  Taxe  des  x.  Cependant  la  Ggure  montre  que  ni  ce  point 
ni  aucun  des  points  voisins  ne  sauraient  convenir  à  la  ques- 
tion. Nous  allons  voir  qu'en  effet  la  courbe  ne  passe  nulle- 
ment à  l'origine ,  qui  est  tout  simplement  un  point  isolé ,  et , 
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de  plus ,  que ,  si  l'on  décrit  une  ellipse  ayant  pour  centre  C, 
pour  grand  axe  2V/2tf+rf*,  et  pour  petit  axe  2V/2Â7,  ces 
axes  étant  d'ailleurs  comptés  sur  les  lignesCXetCY,  la  conrbe 
actuelle  est  le  lieu  géométrique  des  projections  orthogonales 
du  centre  de  cette  ellipse  sur  toutes  ses  tangentes.  Démontrons 
d'abord  cette  dernière  partie. 
Soit  Ay +BV= A'B*,  l'équation  d'une  ellipse  rapportée 

à  son  centre  et  à  ses  axes  ;  Aygy  +  Vxtx  ==  A'B'  est  l'é- 

AV 
qualion  d'une  tangente ,  ely  =  bt-*27  celle  de  la  perpendi- 

II  xt 

culairc  menée  du  centre  sur  cette  tangente. 
De  ces  deux  dernières  équations  on  tire  : 

_    A\r  _    hy 


et ,  portant  ces  valeurs  dans  Ay-f-  B'-r,'  =  A^',  équation 
de  condition  pour  que  le  point  (xIt^,)  appartienne  à  l'ellipse, 
on  obtient  facilement  pour  équation  du  lieu  des  projections 
du  centre  sur  les  tangentes  : 

A\r'-f  By  =  (.r'+.r')'.  (2) 

Or,  en  faisant  m7  =  /i'  dans  l'équation  du  lieu  que  nous  dis- 
cutons ici ,  isolant  le  radical  et   élevant  au  carré,  on  a 

l'équation 

(2/*'+  <*>'+  2Ay  =  (**+rT-  (S) 

Pour  la  rendre  identique  avec  l'équation  (2) ,  il  suffit  de 
faire,  comme  nous  l'avons  déjà  dit ,  B=/ik2,  A=I^2à'4-*/\ 
valeurs  très-faciles  à  construire  géométriquement.  L'ellipse 
est  donc  parfaitement  déterminée.  Si  l'on  veut  exprimer  les 
axes  en  fonction  de  rayon ,  on  n'a  qu'à  remplacer  h  par 


V 


R*—  -—.  On  obtient  ainsi  : 
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Od  en  lire  A*-f  B*  =  2Ra,  A'—  B*  =  d\  D'après  ces  der- 
nières formules,  on  voit  que  la  distance  des  centres  des  deux 
cercles  est  égale  à  la  demi-excentricité  de  l'ellipse,  et  qu'il 
sera  très-facile  de  décrire  les  deux  cercles  quand  l'ellipse  sera 
donnée ,  de  même  qu'il  l'a  été  de  décrire  l'ellipse  d'après  les 
deux  cercles. 

Voyons  maintenant  la  forme  de  ce  lieu  qui  jouit  d'une 
double  propriété  si  remarquable  (fig.  21  ). 


Son  équation  est  y  =  h* —  x'-]-  V 'd*x7-\-  A4.  Nous  savons 
déjà  qu'elle  est  limitée  et  comprise  entre  deux  parallèles  à 

Taxe  des,x  menées  aux  distances  x'=±:  K2/ta-j-*f  =  ±A. 

Si  nous  faisons  x  =  0 ,  il  vient  y  =  ±:  h  Vl  =  ±  B. 

On  retrouve  ainsi  pour  points  de  rencontre  avec  les  axes 
les  quatre  sommets  A,,  A„,  B,,  By/  (fig.  5)  de  l'ellipse,  qui 
sont  quatre  points  situés  hors  de  la  courbe. 

Quand  x  augmente,  on  ne  voit  pas  bien  d'abord  ce  que 
devient./.  Pour  avoir  des  renseignements  plus  précis ,  cher- 
chons l'équation  de  la  tangente  ;  et ,  pour  cela ,  prenons 
l'équation  (3),  qui  peut  se  mettre  sous  la  forme 

F(*,.r)  =/H2(^-%,+  ^-(2Aî+rfy.    (4) 

De  là  l'on  tire  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente 

_       F\x)  _      4.r3+  (4ra—  W—  2d')x 
tanga  -  _  4^8+  4  ^       . 

r 

On  voit  d'abord  que,  pour^  =  0,  tanga  =od,  c'est-à- 
dire  qu'aux  points  A,  et  A„  la  courbe  est  tangente  aux  paral- 
lèles à  l'axe  des  y ,  et  il  est  facile  de  s'assurer  que  cela 
n'arrivera  en  aucun  autre  point. 

Cherchons  maintenant  les  points  où  la  tangente  est  paral- 
lèle à  Taxe  des  x.  Pour  ces  points  on  a  : 

2a:3  -f  (2y—  2/*2  —  cV)x  =  0. 
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Cela  donoe  d'abord  .r  =  0,  ce  qui  détermine  les  points 

B,  et  B„  ;  puis  x*  =  A* -f-  —  —  y* ,  ce  qni  indique  deux  antres 

points  correspondant  à  des  abscisses  égales  de  part  et  d'antre 
du  centre ,  et  à  des  ordonnées  qui  restent  à  déterminer.  Or, 
en  portant  cette  valeur  de  x>  dans  l'équation  F(.r,  j^ = 0  (4) , 
on  trouve  à  accoupler  pour  les  points  où  la  tangente  est  pa- 
rallèle à  l'axe  des  x  : 

y  T*~  '  4<f 

Or  J-tfa3^"*111 ,  si  4R*  <*T  on  a  la  figure  21  et 
à 

dans  les  deux  autres  cas ,  la  Ogure  22. 

3°  ni  >  A\  Alors  il  n'y  a  évidemment  que  deux  points 
de  rencontre  avec  l'axe  des  x ,  et  la  courbe  est  tout  entière 
comprise  entre  les  parallèles  à  Taxe  dos  y  menées  par  ces 
points.  En  continuant  la  discussion ,  on  repasse  par  les  mêmes 
alternatives  et  on  arrive  définitivement  à  la  même  forme  de 
courbe  que  pour  m*  =  h\ 

4°  Il  reste  à  examiner  l'équation  (1)  en  prenant  y*= A»— 
-  a/J—  V  (Px7+  m4.  Pour  m*  supérieur  ou  égal  à  h*,  y  est 
imaginaire,  il  u'y  a  pas  de  lieu  géométrique.  Pour  m%<à\ 
on  trouvera,  comme  il  est  facile  de  le  vérifier,  un  lieu  illi- 
mité dont  les  points  les  plus  rapprochés  des  cercles  en  sont 
trop  éloignés  pour  conveuir  à  la  question  géométrique  ;  oo 
une  ligne  ovale  passant  par  les  points  de  rencontre  des  deux 
cercles ,  comprise  tout  entière  dans  l'intérieur  de  la  figure 
qu'ils  déterminent,  et  ne  donnant  encore,  par  conséquent, 
aucune  solution  géométrique.       (  La  fin  prochainement) 
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THÉORÈMES  DE  GÉOMÉTRIE  SPHÉRIQUE. 


Une  ellipse  sphérique,  dont  les  demi-axes  aetb  sont  liés 
par  la  relation 

sini  =  tang6, 

considérée  par  rapport  an  centre  extérieur,  situé  sur  le  pro- 
longement de  son  grand  axe  2* ,  jouit  des  analogies  les  plus 
frappantes  avec  l'hyperbole  équilatére.  En  appelant  la  spbé- 
ro-conique  dont  il  s'agit  l'hyperbole  équilatére  sphérique, 
on  aura  les  théorèmes  suivants ,  qui  vont  mettre  en  évidence 
Ja  justesse  do  cette  dénomination.  Le  complément  (a)  de  a 
est  évidemment  analogue  au  demi-axe  réel  de  l'hyperbole. 
On  sait  que  dans  une  hyperbole  équilatére  le  rayon  cen- 
tral de  chaque  point  de  la  courbe  est  moyen  proportionnel 
entre  les  deux  rayons  vecteurs  de  ce  point,  tirés  des  foyers. 
Semblablemeut  •. 

I.  Dans  l'hyperbole  équilatére  sphérique ,  si  l'on  mène 
des  arcs  de  grands  cercles  des  foyers  contigus  des  branches 
opposées  à  un  point  quelconque  pris  sur  la  courbe ,  le  pro- 
duit des  tangentes  trigonométriques  des  demi-arcs  sera  égal 
au  carré  de  la  tangente  du  demi-arc,  tiré  du  centre  à  ce 
point. 

Dans  une  hyperbole  équilatére,  la  distance  du  centre  à 
une  tangente  quelconque,  multipliée  par  la  distance  du 
centre  au  point  de  contact  correspondant,  donne  un  produit 
constant ,  le  carré  du  demi-axe  de  la  courbe.  Semblable- 
vnent : 
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IL  Dans  une  hyperbole  équilatére  sphérique,  si  Ion  dé- 
signe par  co  l'arc  mené  du  centre ,  perpendiculairement  au 
grand  cercle,  tangent  à  l'extrémité  d'un  arc  vecteur  quel-» 
conque  p ,  tiré  du  centre,  on  aura 

sinw  tangp=  sin  a  tanga. 

III.  L'hyperbole  équilatére  sphérique  est  lieu  géométri- 
que du  sommet  d'un  triangle  sphérique  dont  la  base  est  don- 
née et  dont  la  différence  des  angles  à  la  base  est  constante. 

On  sait  qu'un  système  d'ellipses  de  Cassini,  ayant  les 
mêmes  foyers ,  est  coupé  orthogonalcment  par  un  système 
d'hyperboles  équilatères ,  ayant  le  même  centre  que  les  cas- 
sinoïdes  et  passant  par  les  foyers.  Semblablemcnt,  en  pre- 
nant pour  déGnition  de  cassinoïde  sphérique  le  lieu  d'un 
point  tel  que  le  produit  des  tangentes  trigonométriques  des 
demi-arcs ,  qu'on  tire  de  là  à  deux  points  fixes,  soit  con- 
stant, on  a  le  théorème, 

IV.  Un  système  de  cassinoïdes  sphériques  ayant  les  mêmes 
foyers  sera  coupé  orthogonalcment  par  un  système  d'hyper- 
boles équilatères  sphériques,  ayant  même  centre  que  les  cas- 
sinoïdes  et  passant  parles  foyers. 

La  courbe,  lieu  des  points  pris  sur  des  grands  cercles, 
menés  du  centre  d'une  hyperbole  équilatére  sphérique,  per- 
pendiculairement à  ses  tangentes ,  de  manière  que  leurs 
distances  au  centre  soient  divisées  en  parties  égales  par  les 
tangentes ,  offre  les  analogies  les  plus  remarquables  avec  la 
lemniscate  de  Bernoulli ,  qu'on  tire  d'après  une  méthode 
pareille  d'une  hyperbole  équilatére  plane.  En  effet  (en  appe- 
lant la  courbe  qu'on  obtient  par  cette  construction  la  sphéro- 
lemniscate) , 

V.  La  sphéro- lemniscate  coïncide  avec  le  lieu  géométrique 
du  sommet  d'un  triangle  sphérique ,  dont  la  base  est  donnée 
et  dont  le  produit  des  sinus  des  demi-côtés  est  constant ,  et 
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égal  au  carré  da  sinus  de  la  quatrième  partie  de  ta  base. 

VI.  La  base  du  triangle  dont  on  vient  de  parler,  est  la 
distance  entre  les  foyers  continus  des»  branches  opposées  de 
l'hyperbole  équilatére  sphérique,  de  laquelle  la  sphéro- 
lemniscate  est  dérivée. 

VU.  L'arc  de  la  sphéro-lemniscate  s'exprime  exactement 
par  une  fonction  elliptique  de  première  espèce,  sans  aucune 
addition. 


THEOREME 

sur  les  rayons  vecteurs  des  coniques. 

par  m.  Lucmr  guabs  , 

élevé  da  lycée  Monge. 

Théorème.  Si  par  un  point  d'une  ellipse  ou  d'une  hyper- 
bole on  mène  une  tangente  et  une  normale ,  si  l'on  joint  l'un 
des  foyers  à  ce  point  et  que  par  le  centre  on  mène  une 
parallèle  à  cette  droite,  la  partie  de  cette  parallèle  comprise 
entre  la  normale  et  la  tangente  sera  égale  à  l'autre  rayon 
secteur  de  ce  point. 

Démonstration  très-facile;  moyen  d'exercice. 


DES  COURBES 
sur  lesquelles  un  point  pesant,  sans  vitesse  initiale,  emploie 
pour  descendre  jusqu'au  point  le  plus  bas  un  temps  donné 
par  une  fonction  algébrique  de  la  hauteur. 

PAR  M.  LOUIS  AOUST, 

docteur  ès-sciences ,  professeur  au  lycée  de  Strasbourg. 

Ce  problème  est  susceptible  dune  solution  complète  daiis 
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le  cas  le  plus  général,  c'est-à-dire  lorsque  le  temps  de  h 
chute  du  mobile  est  une  fonction  quelconque  de  la  hauteur. 
L'emploi  des  fonctions  eulériennes  ou  bien  des  intégrales  à 
indices  fractionnaires ,  permet  de  trouver  l'équation  diffé- 
rentielle du  premier  ordre  des  courbes  jouissant  de  la  pro- 
priété énoncée ,  et  dans  laquelle  les  variables  sont  séparées. 
Cette  équation  s'intégre  dans  le  cas  où  le  temps  est  une  fonc- 
tion algébrique  de  la  hauteur. 

Mais,  dans  ce  même  cas,  la  question  peut  être  traitée 
très-simplement ,  en  s'appuyant  seulement  sur  les  principes 
les  plus  élémentaires  du  calcul  différentiel  et  intégral. 

I. 

Soit  t  le  temps  de  la  chute  du  point  pesant  jusqu'au  point 
le  plus  bas  de  la  courbe;  quelle  que  soit  la  courbe  sur 
laquelle  le  point  est  assujetti  à  glisser,  on  aura  : 

— £*C-7^=  » 

V*g\Vh-x 

L'axe  des  x  est  placé  verticalement  et  dans  une  directioo 

contraire  à  la  pesanteur  ;  l'origine  des  coordonnées  est  placée 

au  point  le  plus  bas;  h  représente  la  hauteur  de  la  chute, 

g  la  pesanteur,  ds  l'élément  de  l'arc. 

ds 
Si  nous  transformons  l'équation  (1)  en  posant  —  =  <p(x)  et 

x—hz,  nous  obtiendrons  : 

or  t  est  une  fonction  algébrique  de  la  hauteur.  Nous  pose- 
rons: 

t  =  A//*  -\-  M'3  +  C/û  +  •  •  +  M/#.«. 

A ,  B ,  . . .  M  étant  des  constantes  au  nombre  de  //  $  ? ,  ? ,  y- 
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fi  étant  des  exposants  quelconques  positifs ,  négatifs ,  frac- 
tionnaires ,  nous  aurons  donc  : 

AA«  +  mf>  +  . . .  +  M^  ==  -4=  f       dZ      <&*)l/k.      (-2) 

Pour  obtenir  l'équation  différentielle  delà  courbe  cherchée, 
il  suffit  de  différentier  n  fois  successives  l'équation  précé- 
dente, et  d'éliminer  les  n  coefficients  A,  B,  C,  ...  M  entre 
ces  n-f  1  équations  (ce  qui  donne  une  équation  unique  sans 
coefficients  constants),  et  d'égaler  à  0  l'expression  qui  se 
trouve  sous  le  signe  d'intégration.  Ce  sera  l'équation  diffé- 
rentielle entre  s  et  x;  elle  sera  de  Tordre  n,  à  coefficients 
fonctions  de  a:  et  d'une  forme  qui  en  permettra  l'intégration. 
Mais  son  intégration  dépendra  de  la  résolution  d'une  équa- 
tion algébrique  du  degré  #i,  d'une  forme  particulière  et  dont 
on  pourra  déterminer  les  racines;  le  problème  sera  donc 
résolu. 

On  évite  les  difficultés  inhérentes  à  l'élimination  des  con- 
stantes A,  B,  ...  M  et  à  la  résolution  de  l'équation  du  degré  n  i 
en  procédant  de  la  manière  suivante. 

Posons  dans  l'équation  (2)  <p(fo).  l/Âz=V;  différentions 
par  rapport  à  h ,  et  éliminons  une  constante  A  entre  la  pro- 
posée et  sa  dérivée.  Si  nous  posons  : 

nous  obtiendrons 

B(«-p)*/3+C(a-7)Ay+.^ 

V*s\VzVi-z 

Différentions  cette  dernière  équation,  éliminons  la  constante  B 
entre  cette  équation  et  sa  dérivée,  et  posons 
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nous  aurons  : 

Cf«  —  ï)  (p  —  y)h»  +  D(«  -  S)  (P  —  »)A* 

+  ...  +M(a-f.)(P-^)=-i=C,--^==.V, 

En  continuant  toujours  de  la  même  manière ,  on  tombera  sur 
une  équation  débarrassée  de  toute  constante,  cette  équation  est 

v%Sy-zvr=i 

dans  laquelle  on  a  posé 


v.=vM.^-*- 


dh  ' 


or,  pour  que  l'équation  (3)  soit  satisfaite,  il  faut  que  V,  soit 
nul  ;  on  a  donc  l'équation  différentielle 

Si  l'on  remarque  que  l'on  a  posé  x  =  hzy  et  que  par  confié- 
quent  —ir^  —7^.-77  =  — j2^*»  on  aura  l'équation  diffe- 

^  dh  dx     dh         dx     1 

rentielle  de  la  courbe 

*%-^=0.  (4) 

H- 

L'équation  différentielle  (4)  que  nous  venons  de  trouver  est 
de  Tordre  a;  nous  allons  nous  occuper  de  l'intégration  de 
cette  équation. 

Cette  équation  étant  linéaire,  on  trouvera  pour  son  inté- 
grale 

M,  étant  une  constante  arbitraire. 


—  141  — 

La  fonction  V._,  étant  déterminée ,  il  est  facile  de  déter- 
miner V_  ;  en  effet ,  on  a  la  relation 

dV. 


dh 
on  bien 


dx 
M  intégrale  de  cette  équation  est 

1,  étant  une  constante  introduite  par  l'intégration. 
En  continuant  de  1a  même  manière,  on  trouverait . 

1  étant  la  constante  arbitraire  ;  donc  finalement  on  trouvera  : 
V  =  A,**  +  B,x*  +  ...  +  M.**  , 

A,,  BM  ...  étant  des  quantités  constantes  introduites  par 
l'intégration  des  équations  différentielles  successives. 

Si  Ton  remplace  Y  par  sa  valeur  \/Jîz.y{hz)  ou  bien  par 
\/xy(x),  on  trouve 

delà 

s  =^«+5+^V...+^  +Î+K ,         (5) 

qui  est  l'équation  de  la  courbe  en  termes  finis  entre  Tare  et 
l'abscisse. 

III. 

Occupons-nous  maintenant  de  la  détermination  des  con- 
stantes arbitraires. 
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L'équation  (1),  dans  laquelle  on  remplace  t  et  ds  par  leurs 
valeurs ,  devient 

AA«  +  BAf*+...  +  MA* 

_    I    i   I  ktx*~ïdx     Btx^dx  M^^dx:  \ 

or  il  est  facile  de  voir  que 


^=^=K.A,A«, 


et  ainsi  de  suite;  K.  R,  ...  étant  des  quantités  connues,  oo 
aura  donc  identiquement  : 

A  A«  +  BAP  +. . .+ MA/* = J=[KA,A«  +K.B.AP  +.— .+K.M.A»!, 

cl  par  suite 

A-^A-     R-^R         m-^M 
A, —  .A;      B, —  15...       JM,=-= — M  i 

ainsi  les  constantes  arbitraires  A, ,  B,  ...  M,  seront  tout  à  fait 
déterminées. 

11  sera  donc  facile  de  calculer  ces  constantes  dans  chaque 
cas  particulier. 

IV. 

Si  tous  les  exposants  « ,  (3 , 7. . .  p  étaient  entiers  et  positifs, 
on  arriverait  encore  plus  simplcmentà  l'équation  différentielle 
cherchée.  Soil  p  le  plus  grand  exposant ,  il  suffira  de  difle- 
rentier  ^  fois  successives  l'équation  (2)  par  rapport  àA,el 
Ton  trouvera  : 
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dn__    i     i  zM"~*dz  d^.[ff{x)\/x\ 
dh      |/sjffj0l'/f=s"         dxf* 
3r,  pour  que  cette  éqdation  soit  satisfaite,  il  suffit  que  l'on  ait 

dxn 
de  là  on  trouve  par  l'intégration ,  les  constantes  étant  con- 
venablement déterminées  : 

?W  =  |  =  Alo:a"ï+BIxP"ï+  ...  +  Vx^i. 

V. 

Gomme  vérification  de  la  formule  (5),  cherchons  la  courbe 
tautochronc,  c'est-à-dire  la  courbe  sur  laquelle  un  point 
pesant  glissant  emploie,  pour  arriver  au  point  le  plus  bas,  un 
temps  indépendant  de  la  hauteur  de  la  chute  ;  alors  il  suffit 
de  supposer  dans  l'expression  du  temps  tous  les  coefficients 
nuls,  excepté  le  cofficient  A,  et  la  puissance  a  de  A,  dans  ce 
terme,  égale  à  0.  La  formule  (5),  dans  laquelle  on  introdui- 
rait ces  hypothèses ,  donnerait  : 

i 

5=  2A.X2  , 

ce  qui  est  l'équation  de  la  cycloïde. 

Si  Ton  cherchait  la  courbe  telle  que  le  temps  de  la  chute 
fût  proportielle  à  la  hauteur,  on  trouverait  : 

9 

Note.  Voir  un  mémoire  de  M.  Puiseux  sur  les  tauto- 
chrones.  (Journal de  mathématiques,  t.  IX,  p.  409, 1844.) 

Tm. 


W        /  +  *  aXC'      ^dc  que****»  ««^ 

4  ,  la  corde  PQ  perPend,OTW 

(3)         y      •  àtef"***  points-** 

IBS  ***TR  4  _ 

„^î-,  et  par**- 
,       *     on  trotta 

_-,      *•+£*    d'où  <f+d  -*v 

PQ  **-*+?'  ,    .deu%  diamètres  <**- 

A    -m    PQ  sont  égales  à  deux 
donc  les  cordes  MN,^ 

Soit.r=m;r     M 
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jc?,y!"  les  coordonnées  des  extrémités  de  ce  diamètre,  on  a  : 

On  trouve  : 

(x.    x,  )  _* a.m.+6„  cr.  -*  )-*aW+y» 

£n  changeant  m  en  /«',  on  a  pour  d*  : 

aW+ft** 

l,cs  deux  équations  en  m  et  m' sont  donc 

a'^l+m')  _  a'+frV        a^l+w")  _  fr'+aV 
aW+ft*    —    1+a'  aW+6'    ""    1-f  «*  ' 

en  les  résolvant  et  prenant  m  et  m'  de  signes  contraires , 
on  a  : 

m  =  ±      ;   I»  s=  3:  —  , 
a  aa 

et  l'on  a  bien 

b 

mm  s= . 

a 

Soit  maintenant  y=ax  un  diamètre  parallèle  à  la  corde 
^=a(x— c),  les  coordonnées  du  point  d'intersection  de  ce 

diamètre  avec  la  corde  y  = (x— c)  sont  : 


*  =  t4Vî'r~t+?' 


la  distance  de  ce  point  d'intersection  an  centre  est  donc 
par  conséquent,  les  segments  de  ce  diamètre  sont  : 

ABU.  DE  MATBÉM.   VU.  10 
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VTÇë        |/i+«* 


(*) 


Cherchons  maintenant  les  rayons  vecteurs  menés  du  foyer 

bi 
F  aux  extrémités  du  diamètre  conjugué  y=mx  ou  —  x, 

en  prenant  le  signe  +  pour  m.  Les  coordonnées  des  points 
d'intersection  de  ee  diamètre  avec  l'ellipse  sont  : 

,         a  bu 

x  =  dt — «;  r  =  ± —  ■  : 

la  distance  do  foyer  F  à  chacan  de  ces  points  est 

\/7c#_fï-Y+— = 


V 
V 


H?  - 

_<zl/l-f-a*  —  c 

Vî+T*      ' 

expression  égale  à  (4).    Faisant  le  même  calcul  pour  le 
deuxième  rayon ,  on  trouve  : 

expression  égale  à  (5). 
Si  on  prend  le  diamètre  y  = x  parallèle  à  la  corde 

a 

y  = (x — c),  on  trouve  pour  les  segments  de  ce  dia- 
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mètre,  déterminés  par  la  corde  y  =  *(jc-~c)  ,  et  pour  les 
rayons  vecteurs  menés  du  foyer  F  aux  extrémités  du  dia- 
mètre conjugué  y  = x,  les  expressions  communes 

, '  et  — — .   '      — . 

l/l-|-**  l/l+a' 

La  deuxième  partie  du  théorème  se  trouve  ainsi  démon- 
trée. Dans  l'hyperbole ,  la  somme  des  carrés  dcs€ordcs  MN 
et  PQ  est  constante. 


SUR  LA.  GÉOMÉTRIE  SPHÉRIQUE  ANALYTIQUE. 

PAR  M.  BORGNET, 

professeur  de  mathématiques  au  lycée  de  Tours  (*). 


Les  Nouvelles  Annales  mentionnent  (page  475,  1847) 
la  présentation  que  j'ai  faite  à  l'Académie  des  sciences  d'un 
essai  de  géométrie  sphérique,  à  la  date  du  15  novembre  1847, 
H  annonçant  que  mon  mémoire  a  été  renvoyé  à  l'examen 
d'une  commission  composée  de  MM.  Caucby,  Poncelet  et 
iàouville.  • 

J'attendais  le  rapport  des  commissaires,   lorsque  votre 
numéro  de  février,  que  je  viens  de  recevoir,  m'a  fait  con- 
naître les  recherches  de  M.  Vannson  sur  le  même  sujet.  Le 
système  de  coordonnées  employé  par  M.  Vannson  est  celui 
que  j'ai  moi-même  employé  dans  mon  mémoire.  Cette  coïn- 
cidence me  détermine  à  vous  adresser  quelques  détails  sur 


(0  Je  rappelle  derechef  que  l'Allemagne  possède  depuis  1835  un  traité  ex 
fro/ewo  sur  la  sphéro-géométrie  analytique  dans  le  système  des  coordonnées 
ibériques.  L'auteur,  M.Gudermann ,  annonçait  même  une  traduction  française. 
'Je  ne  sache  pas  qu'elle  ait  paru.  Tm. 
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les  époques  auxquelles  j'ai  donné  connaissance  de  mon  tra- 
vail, et  sur  les  matières  qui  y  sont  traitées. 

Le  12  juin  1847,  j'ai  déposé  ce  travail  dans  les  archives 
de  la  Société  d'agriculture,  sciences,  etc.,  du  département 
d'Indre-et-Loire ,  afin  d'assnrer  mes  droits  à  la  priorité  dans 
des  recherches  qui  me  paraissaient  intéressantes  et  que  je 
croyais  neuves. 

Pendant  la  session  du  congrès  scientifique  qui  s'est  ouvert 
à  Tours  le  15  septembre  1847,  j'ai  eu  occasion  d'exposer  les 
principes  dont  je  faisais  usage  dans  la  résolution  des  pro- 
blèmes de  géométrie  sphérique. 

Enfin ,  mon  essai  de  géométrie  analytique  de  la  sphère  a 
été  présenté  à  l'Académie  des  sciences  dans  la  séance  du 
15  novembre  1847. 

Voici  maintenant  l'analyse  de  cet  essai. 

§  i.  Préliminaires. 

Dans  un  court  résumé,  je  donne  l'historique  de  la  géo- 
métrie dé  la  sphère.  Je  Tais  remarquer  l'absence  d'unifor- 
mité dans  la  marche  suivie  jusqu'ici  pour  traiter  les  ques- 
tions relatives  à  cette  partie  de  la  science  de  l'étendue.  Le 
système  des  coordonnées  de  Descartes  réunit  bien  ces  carac- 
tères d'uniformité ,  ihais  il  ne  permet  d'étudier  les  courbes 
sphériques  que  par  leurs  projetions.  Les  projections  étant, 
dans  le  système  de  Descartes,  des  intermédiaires  obligés 
entre  la  courbe  étudiée  et  l'esprit  qui  l'étudié ,  présentent 
souvent  des  obstacles  à  l'investigation. 

Cet  inconvénient  disparaît  quand  on  rapporte  les  points  de 
la  sphère  à  deux  grands  cercles  :  l'une  des  coordonnées  est 
la  longitude  du  point  ;  l'autre  coordonnée  est ,  non  pas  sa 
latitude,  mais  une  distance  qui,  comptée  sur  le  premier  mé- 
ridien ,  se  trouve  dans  les  mêmes  conditions  que  la  longitude 
comptée  sur  l'équateur. 
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Ce  choix  de  coordonnées  permet  de  partager  les  lignes 
sphériques  en  deux  classes;  les  lignes  dont  les  équations  ne 
renferment  que  les  tangentes  trigonométriques  des  coor- 
données, ce  sont  les  lignes  algébriques.  Toutes  les  autres 
lignes  sont  appelées  transcendantes. 

Les  lignes  algébriques  sont  distribuées  en  lignes  de  diffé- 
rents ordres,  suivant  le  degré  de  leur  équation. 

Les  lignes  transcendantes  ne  sont  soumises  à  aucune  clas- 
sification. 

Toute  équation  algébrique  du  premier  degré  représente 

un  grand  cercle,  c'est-à-dire  l'intersection  de  la  sphère  par 

i 

un  plan  conduit  par  le  centre. 

Toute  équation  algébriqne  du  deuxième  degré  représente 
une  conique  sphérique,  c'est-à-dire  l'intersection  delà  sphère 
par  un  cône  du  second  degré  dont  le  sommet  est  au  centre. 

En  général ,  toute  ligné  algébrique  de  l'ordre  n  résulte  de 
l'intersection  de  la  sphère  par  un  cône  ayant  son  sommet  au 
centre,  et  dont  l'équation ,  en  coordonnées  rectilignes ,  est 
du  degré  n. 

Cette  première  partie  se  termine  par  des  formules  pour  le 
changement  de  coordonnées. 

§  2.  Examen  particulier  des  lignes  du  premier  ordre. 

Équation  du  grand  cercle  assujetti  à  deux  conditions, 
comme  de  passer  par  deux,  points  de  la  sphère,  d'avoir  pour 
pôle  un  point  déterminé  de  cette  surface ,  de  passer  par  un 
point  et  de  couper  un  autre  grand  cercle  sous  un  angle 
donné,  etc.,  etc. 

Angle  de  deux  grands  cercles  donnés  par  leurs  équations. 

§  3.  Du  petit  cercle. 
C'est  une  ligne  du  deuxième  ordre;   son  équation  au 
moyen  de  son  pôle  et  de  son  rayon  polaire  ;  angle  de  deux 
petits  cercles  donnés  par  leurs  équations  ;  axe  radical  de 
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deux  petits  cercles  ;  centre  de  similitude  -,  centre  radical  de 
trois  petits  cercles  ;  usage  des  propriétés  des  centres  radi- 
caux et  des  centres  de  similitude,  pour  déterminer  on  cercle 
par  trois  conditions. 

En  terminant  cette  troisième  partie ,  j'ai  occasion  de  re- 
marquer cette  belle  propriété  de  géométrie  spbériqne  :  si 
d'un  point  de  la  sphère,  extérieure  à  un  petit  cercle,  oo 
mène  deux  arcs  sécants  à  ce  petit  cercle,  les  tangentes  tri- 
gonomélriques  de  la  moitié  de  ces  sécantes  sont  réciproque- 
ment proportionnelles  aux  tangentes  de  la  moitié  de  leurs 
parties  extérieures.  Propriété  analogue  pour  le  cas  où 
le  point  est  intérieur  au  petit  cercle.  {La  fin  prochainement.) 


SUR  LES  CONES  DU  SECOND  DEGRE 
et  sur  les  ellipses  sphériques. 


VAX  M.  LEBKSGT7X  , 

professeur  à  la  Faculté  de  Bordean. 


(1)  Problème.  Trouver  le  lieu  des  droites  OM  telles  que 
la  somme  des  angles  COM  ,  CrOM  soit  constante,  OC  et  0Cr 
étant  deux  droites  Gxes. 

Soit  CGC'  =  2c  ;  prenons  la  bissectrice  Om  pour  axe  des 
z,  Taxe  des  x  étant  perpendiculaire  à  Om  et  dans  le  plan 
COC',  enfin  l'axe  des  y  perpendiculaire  en  O  au  plan  de  zx. 
En  supposant  COM  =  A ,  COM  =  B ,  l'équation  sera 
A-f-  B=2<z,  2a  étant  un  angle  constant  plus  grand  que  2c. 
Comme  l'on  a  • 

cos  AcosB — sin  AsinB  =  cos  2a  ; 
(cosAcosB—  cos2rt),=  sinJAsin1B=(t—  cos'A)(l-cos*B), 
on  en  déduira  l'équation 

cos*  A-f  cos'B— 2  cos  2a  cos  A  cos  B=sin'2a 
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Mais 

cos2*=l— 2sin'a  ;      sin&z=2sinacosa  ; 
delà 

(cosA— cosB)'-f4sin'acosAcoaB=*sin'  ocos'a . 

De  plus,  OM  fait  avec  les  trois  axes  des  angles  ayant  pour 
cosinus 

*:l/jf+r,+*,t  yVx9+f+z\  z:  \/x'+s+z\ 

De  même,  OC  fait  a?ec  les  axes  des  angles  dont  les  cosinus 
sont  «ne,  0,  cosc;  enfin  OC  fait  avec  les  axes  des  angles 
ayant  pour  cosinus  —  sine,  0,  cosc.  On  aura  donc  : 

cosA=(z  cos  c+x  sin  c)  :  yV+y+s*  > 
cos&=(zcosc— «inc)  :\/x*+y+z\ 
d'où 

cosA— cosBa=2«inc:\/j^-hy*+*,i 
et  par  suite  l'équation 

x'sinV-f-sin'atz'cos'c— j^sinac)=sin,acos,a(j:t4-rt+*f)j 
ou  bien  encore 

cos'a  (sinVi  —  sin'c)  x%  +  sin*<i  .cos'op8  + 
+  sin'afcos'a  —  cosV)  z*  =  0. 
cos**— oos*c  =  —  (sin'a— sin'c)  ; 
d'ailleurs  on  a  • 

cosfa  =  cosfrcosc, 

l'angle  b  étant  celui  que  la  droite  OM  fait  avec  Oz  quand  elle 
est  dans  le  plan  zi)y\  on  aura  donc  : 

cofa.**+cotV--  z*  =  0,  (I) 

ce  qui  est  l'équation  d'un  cône  du  second  degré;  on  sait, 
réciproquement  que  tout  cône  du  deuxième  degré  peut  être 
représenté  par  une  équation  telle  que  (1).  Donc  tout  cône  a 
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deux  lignes  focales  qui  font  avec  une  même  génératrice  des 
angles  dont  la  somme  est  constante. 

(2)  Il  est  à  remarquer  qu'on  parviendrait  à  la  même  équa- 
tion en  partant  de  F  équation  A — B=2a.  Voici  pourquoi.  Ima- 
ginons une  sphère  ayant  son  centre  au  sommet  du  cône  ;  h 
courbe  d'intersection  sera  une  ellipse  sphérique,  et  si  les 
lignes  focales  percent  la  sphère  en  G,  C  dans  l'intérieur 
d'une  même  nappe  et  en  G0  C/  dans  l'intérieur  de  la  nappe 
opposée;  si  de  {dus  M  est  un  point  quelconque  de  l'ellipse, 
on  aura  CM  +  CtM  =  ir,  CM-f  C/M  =  «.  Soit  de  plus 
CM-fC'M=2a,  il  en  résultera  CM-fC/Ms^— %a.  Bouc 
C,  et  C,'  sont  également  des  foyers  de  l'ellipse.  On  a  aussi 
C.M-C'lMfcnr— 2a,  C/M— CM=7r— 2a  ;  donc  C,  et  C,  on 
bien  G/  et  G,  peuvent  être  considérés  comme  foyers  d'une 
hyperbole  sphérique  (la  différence  des  arcs  étant  constante) 
qui  ne  diffère  en  rien  de  l'ellipse  sphérique,  si  ce  n'est  parla 
position  des  foyers. 

(3)  Si  l'on  prend  ar'+^+z3^  r*  pour  équation  de  la 
sphère ,  l'élimination  de  z  donnera  .* 


\sina/    *    \sinà/ 


(2) 


Telle  est  l'équation  de  la  projection  de  l'ellipse  sphérique  en 
coordonnées  rectilignes  sur  le  plan  xy. 

Parmi  les  divers  moyens  pour  déterminer  un  point  sur  la 
surface  sphérique ,  un  des  plus  simples  est  de  prendre  deux 
grands  cercles  perpendiculaires  entre  eux ,  mX  et  mY;  du 
point  M  de  la  surface  on  mène  sur  ces  cercles  les  arcs  perpen- 
diculaires MP,  MQ  qui  rencontrent  mXen  P  ;  soit/»P=r^r, 
et  MQ ,  qui  rencontre  wY  en  Q  ;  soit  mQz=ryt.  D'ailleurs  on 

X  Y 

voit  de  suite  qu'on  a  tang  xt  =  -  ,  tangj-,  =  - ,  d'où,  au 

z  z 

moyen  de  (f)+Çy+i  =  (:y, 
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y  tang.r, 


z  *  

r  ~  V/tan^+tangy+l  *     r  ~~  V/Umgàxt+  tangV.+l* 

x  tangj:, 

r~  l/taog*arf+  tang^-H  * 
léquation  (2)  devient  donc  : 

("SfSJ+vcig*;-1-         (3) 

Telle  est  l'équation  en  coordonnées  sphérique,  indiquée  à  la 
page  54  de  ce  volume. 

(4)  Cône  supplémentaire.  Si  par  le  sommet  d'un  cône  de 
second  degré  on  mène  des  perpendiculaires  aux  plans  tan- 
gents, on  a  un  nouveau  cône  du  second  degré ,  et  si  l'équa- 
tion du  premier  est  coVajf+coVby— z*=0 ,  celle  du  se- 
cond est  taug'a.r*-|-tanga^— za=0,  d'où  Ton  conciliera 
que  le  premier  cône  est  supplémentaire  du  second. 

Coupons  le  cône  cofux'-f-cot'fa^— zv=0  par  le  plan 
z=px-\-qy7  il  viendra 

(cot'a— p'),ra— fyqxy+(coVb— £>a=0  ; 

le  plan  sera  tangent  si  l'équation  précédente  ne  représente 
qu'âne  droite,  ou  si  son  premier  membre  est  un  carré  ;  il  faut 
pour  cela  avoir  cotaa.cota6— p*cota6— q*coVa=0.  La  per- 
pendiculaire au  plan  a  pour  équations  x-\-pz=Q,  y-{-qz=0, 
l'élimination  Aep  et  q  donne  donc  : 

s'oot'ocot*  A— afcof*— f  cof  o=0 , 
ou  a:atang9a+<r9langsô— aa=0. 

Le  cône  supplémentaire  détermine  sur  la  sphère  l'ellipse 
supplémentaire;  on  voit  donc  qu'étant  donnée  l'ellipse 
sphérique  d'équation  (3),  l'ellipse  supplémentaire  a  pour 

struclion  du  cône  supplémentaire,  on  voit  que  l'ellipse  sup 
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plémenlaire  est  le  lieu  des  pôles  des  arcs  de  grands  cercles 
tangents  à  l'ellipse  primitive.  (V.  Annales,  p.  56.) 

(5)  Si  Ton  fait  tourner  les  axes  coordonnés  autour  de  l'aie 
des  y  y  de  sorte  que  Taxe  des  x'  vienne  s'appliquer  sur  une 
ligne  focale,  en  posant  x=x'smc'— z'cosc,  z=x'cosc-f  z'sioc, 
l'équation  du  cône  coVax*-{-  cot'èj^ — z*=0  deviendra  : 

, ,    „     /      tang*A  sine    \»_  (z&nc+amMcam*by 

~\   "tanga  •"    sinacosfr/  —  \        $Uuzcos6       /' 

d'où  ce  théorème  :  «  Les  plans  perpendiculaires  aux  ligies 
»  focales  d'un  cône  le  coupent  suivant  des  ellipses  dont  no 
»  foyer  est  sur  la  ligne  focale.  » 

De  même,  si  l'on  fait  tourner  les  trois  axes  autour  de  l'aie 
des  x  de  manière  que  l'axe  des^  vienne  s'appliquer  sur  une 
ligne  focale  du  cône  supplémentaire,  en  posant  : 

y =y sine,— z'cosc,    z  =y cosc.+z'sinc, 

et  cosa<?,=  -r-5-, 

sin  a 

l'équation  du  cône  coVax*+œs>*by— z'=0  deviendra: 

^\  cosW         \COt\z/ 

De  là  ce  théorème  :  «  Un  cône  est  coupé  suivant  des  cercles 
»  par  les  plans  perpendiculaires  aux  lignes  focales  du  cône 
»  supplémentaire.  Autrement  :  Si  deux  cônes  sont  supplé- 
»  mentaifes,  les  sections  circulaires  de  l'un  sont  perpendicu- 
»  laires  aux  lignes  focales  de  l'autre. 

Il  est  à  remarquer  que  les  lignes  focales  du  cône  supplé- 
mentaire tang^x'-Mang'&y— -'=0  sont  dans  le  plan  zQr 
et  font  avec  Taxe  des  z  un  angle  ct  donné  par  l'équation 

,  x      sin3£ 

COSV\=  T-T-. 

sina 
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D'ailleurs,  si  Ton  représente  par  I  l'inclinaison  des  secteurs 
circulaires  du  cùnecoi%ax*-\-coVby*— z*=0  sur  le  planzOx, 

ou  acosV^sîQ'Iss-r-r-  =  sin'B,  en  représentant  par  B 

l'angle  opposé  au  côté  b  dans  le  triangle  sphérique  rectangle 
dont  les  côtés  sont  <z,  6,  c.  «  Ainsi  l'angle  des  deux  sections 
•  circulaires  symétriques  par  rapport  au  plan  de  ses  lignes  fo- 
»  cales,  est  égal  à  l'angle  formé  par  les  plans  qui  passent  par 
»  une  ligne  focale  et  les  génératrices  opposées  de  la  section 
»  principale  minimum.  »  De  là  cette  construction  :  Divisez 
en  deux  parties  égales  l'angle  d'une  ligne  focale  et  d'une 
droite  AA',  les  points  A,  A',  étant  sur  les  lignes  focales  et  à 
égales  distances  du  sommet,  ou  sur  une  parallèle  à  Taxe  des  x. 
Le  plan  mené  par  la  bissectrice  perpendiculairement  à  celui 
des  lignes  focales  ira  couper  en  B  et  B'  les  deux  génératrices 
qui  forment  la  section  principale  minimum  et  les  plans  A  A'B, 
A  A'B'  seront  deux  sections  circulaires  symétriques  par  rap- 
port au  plan  des  lignes  focales. 

C'est  dans  les  mémoires  de  M.  Chastes,  et  notamment  dans 
le  mémoire  de  géométrie  pure  sur  les  propriétés  des  cônes  du 
second  degré,  que  Ton  trouvera  de  nombreuses  conséquences 
des  propositions  précédentes. 

Problème.  Discuter  la  courbe,  intersection  d'une  sphère  et 
d'une  ellipsoïde  de  révolution  autour  de  la  ligne  de  ses  foyers 
supposés  sur  la  sphère.  C'est  une  sorte  d'ellipse  sphérique 
décrite  par  un  fil  attaché  en  deux  points  de  la  surface ,  mais 
intérieurs  à  la  sphère.  Quand  le  fil  est  extérieur,  on  a  l'ellipse 
sphérique  dont  il  a  été  question  plus  haut. 
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EXERCICES 

sur  les  équations  irrationnelles  rendues  rationnelles, 

d'après  M.  FORSTBMANN ,  à  Dantiig.  (  Crelle ,  XIV,  236, 1835.  ) 

i.  J/X+1/b=o;  A  — B  =  0. 

2.  |/I+|/B+|/C=0;  Af+Ba+(?—  2(AB+AC+BC)=0. 

3.  {/x+^  +  V^x+x^  V/.r+.r3=0; 
Sx9  —  2Sx,. x  +  Zx*  —  22a7f,r,  =  0  ; 

2  désigne  des  fonctions  symétriques. 

4.  l/T+|/ÏÏ+J/C+l/î>=0; 

SA4 — 42A'B + 62A'B*+  42  A'BC—  40  ABCD = 0. 

5.  Vx+^  +  l/x+x^  V x+x^l/x+^zzzOi 
Mx— N=0;  M  =  8lxii  —  ixlxi*+2txtxix$i 
^z^ix^^ix^x^ix^x^ALx^x^—Mx^XyX:^ 

xt  —  1;  xa  —  2;  x3 —  3;  xA —  5}  x  —  —  —  """ïSjjp 
x,=  l;  j:a=2;  x3=3;  .r4=4;  ,r  =  oo. 

6.  Question  :  A  quel  degré  monte  l'équation  rendue  ra- 

tionnelle suivante  ? 
VZ+7t+  [/x+x%+\/7+73+  ..Vx+x=o. 

7.  ^l+l^B+\/G=0;  2A3+3SAaB— 21ABC  =  0. 

8.  ^/x+^x— 7  —  |^3x+3=0;  ,r==8; 
x  =  —  ^(31  db  K—  153y). 

M  =  9[Sx,a — ïx.xj  ;   N  =  2(^)3—  27.r1xa.rl. 
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10.  ^Â+|^B  +  |Vc  =  0; 

SA<— «ATC  +  6SA'B*  —  124SA'BC  =  0. 

11.  1^^+^.  +  ^^+^+ 1^+^=0; 
Mar<+Nxî+Px'-|-Qjr+R=Oi  M=375;  N=5002Lr(; 
P-130Zr,,+6aOSx,x,  ;  <£-4Sx,î+124Sx1\r,+498x,x,.r,} 
R  =  —S*,4  +  ♦Sx,»*,  —  6Sx,'x,'+  iMSx'^x,  ; 
x,=80j  x,=15;  x,=0i 

3x*+380x3+12842jr'+129580j>-142805=0;  ate=i  ; 
x=  —  80,000524;  x  =  —  23,8307 ±5,19631  V~%. 

PI+Vb  A+B 


QUESTIONS. 


180.  Étant  donnée  la  base  d'an  triangle  curviligne  formé 
par  trois  arcs  de  paraboles  ayant  le  même  foyer,  le  lien  du 
sommet,  lorsque  l'angle  fait  par  les  deux  côtés  est  constant , 
sera  an  ovale  de  Descaries.  (Slrebor.) 

181.  Démontrer  la  formule  suivante  : 
i  i 


.» 


( =É= 

J«     l/l—  sina 


^Kl-siD'flsiD^  J0     1/1-  sin'asinV 

(W.  Roberts.) 

182.  Soit  E  la  longueur  du  quadrant  d'une  ellipse  dont  on 
désigne  l'excentricité  par  e  ;  le  demi-grand  axe  élant  égal 
à  l'unité»  il  faut  prouver  que 

Eede  iue 

■  (  t  —  O  V*% — *~  ai/r^l?  ' 

(W.  Roberts.) 


r. 
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183.  s„  travailleurs,  dont  la  force  individuelle  est  repré- 
sentée par/w,  exécutent  mn  mètres  d'ouvrages  en  iu  joun 
dans  un  terrain  dont  la  dureté  est  représentée  par  dn\  l'in- 
dice n  prend  les  n  valeurs  1 ,  2,  3...  n\  combien  de  jours 
mettront  tous  ces  travailleurs ,  au  nombre  de  ',+',+  •.',, 
travaillant  ensemble ,  à  exécuter  M  mètres  d'ouvrages  dans 
un  terrain  de  dureté  D  ? 


DE  L'ELIMINATION  DE  LA  VARIABLE 

entre  deux  équations  algébriques. 

Par  C.  G.  J.  JAG0B1,  professeur  A  Kœpigsberg.  (Crelle,  XV,  toi,  1835,  latin.) 


Entre  les  diverses  méthodes  d'élimination  qui  ont  été  pro- 
posées ,  il  en  est  une  que  je  me  rappelle  avoir  lue  jadis  dans 
les  ouvrages  élémentaires  composés  par  le  célèbre  Bezout,  et 
qui  se  distingue  avantageusement  des  autres  à  divers  titres. 
Mon  but  est  d'exposer  brièvement  cette  méthode  et  d'y 
ajouter  diverses  observations  ("). 

Nous  pouvons  supposer  que  les  deux  équations  sont  de 
même  ordre;  car  si  Tune  des  équations  est  d'un  ordre  in- 
férieur à  l'autre ,  il  suffira  d'égaler  à  0  les  coefficients  dos 
puissances  manquantes.  Soient  donc  ces  équations  : 
f(x)  =  anx*  +  a^aT*  +an_tx«-\..  +  a0  =  0 , 
<?(*)  =  bnx*  +  b^iT*  +  bn^x™..  .  +  bo  =  0. 


p  Les  auteurs  du  programme  d'admission  à  l'École  polytechnique  n'ont  pas 
eu  la  main  heureuse  en  choisissant  parmi  les  méthodes  d'élimination  celle  da 
p-  g.  c.  d  ;  la  plus  mauvaise ,  et  tellement  longue ,  qu'on  a  été  oblige  de  pros- 
crire la  partie  essentielle,  la  discussion  des  facteurs  étrangers.  Ce  programme 
aurait  besoin  d'être  totalement  remanie,  car  il  domine  et  entrave  renseignement 
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Retranchant  la  seconde  équation  multipliée  par  an  de  la  pre- 
mière multipliée  par  bn,  il  vient  une  équation  de  Tordre  n — 1  ; 
retranchant  la  seconde  équation  multipliée  par  anx  -f-  an_,  de 
la  première  multipliée  par  bnx  -f-  ^„_x,  on  obtient  encore  une 
seconde  équation  d'ordre  n—  1  ;  la  seconde  équation  étant 
multipliée  par  anx*  -f-  a^x  +  an_^  et  la  première  par 
bnx*  -f-  b^jx  -f  b^ ,  on  a  encore  après  la  soustraction  une 
équation  d'ordre  n  —  \.  En  continuant  ainsi ,  on  tire  des 
deux  équations  n  autres  équations  d'ordre  n  —  \,  dont  la 
dernière  s'obtient  en  multipliant  la  seconde  équation  par 

et  la  première  par 

et  faisant  la  soustraction.  Euler  a  employé,  dans  son  Intro- 
ductio,  la  première  et  la  dernière  de  ces  équations ,  et  a  pu 
déduire  des  deux  équations  données  deux  autres  d'un  ordre 
immédiatement  inférieur  ;  et  par  la  même  méthode ,  ayant 
déduit  de  ces  deux-là  deux  autres  d'un  ordre  inférieur,  et 
continuant  de  même ,  il  enseigne  le  moyen  de  parvenir  à 
deux  équations  linéaires,  d'où  l'on  peut  tirer  la  valeur  de  la 
racine  commune  et  aussi  l'équation  de  condition ,  qui  ne  ren- 
ferme plus  la  variable.  Mais  dès  qu'on  peut  obtenir  par  le 
moyen  indiqué  n  équations  entre  les  n  —  1  quantités  linéai- 
res, x,  x>,  x*,  ...  xn^y  on  peut  les. éliminer;  on  parvient 
ainsi  de  suite  à  l'équation  finale.  Telle  est  la  méthode  de 
I&ezout,  et  comme  il  paraît  la  plus  expéditive  de  toutes,  et 
par  laquelle  nous  verrons  que  le  problème  de  l'élimination 
«le  la  variable  entre  deux  équations  du  nème  degré  est  ra- 
menée à  l'élimination  de  ra — 1  variables,  de  n  équations 
linéaires,  élimination  qu'on  effectue  par  la  formule  générale 
connue.  Suivons  cette  méthode  de  plus  près. 
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Posons 


»*I=a(,>„r0+aMtf,+  aiylx*  -f- .  .«H-i.iX*-' 


-(*^+6n_.*~+...6,]/(*) 
j   -[bnx~+bn_,x-î+...bt]A*) 

et  soit  encore ,  le  terme  constant  étant  multiplié  par  x' 

m0=  OofiX"  +  enfix'  +  «3,ox'-\- . . .  an-t,0x"~'  I 

[       M 

wn_l=ai),n-i^0+«i1n— iJ:,+«2,n— i#'+  ••  -«n— i,n— î-ff*^  ] 

L'équation  finale  cherchée  sera  le  résultat  de  l'élimination 
des  n— 1  quantités  *\  xa,  x3,  ...•r*""1  entre  les  n  équations 
des  n  —  tf**  ordre. 

jho=0;j9»i=0s  ma=0;  ...roM=0, 

Examinons  de  plus  prés  ces  n  équations. 
D'abord  les  séries  horizontales  des  coefficients  sont  lesmêfMt 
que  les  séries  verticales ,  ou  bien  on  a  : 

En  effet,  l'on  a*. 


-1^—+^^—  +  ...^]/^)         j     (4) 
Remplaçant  y(.r)  et/(x)  par  leurs  valeurs,  on  obtient  : 

Si  r+5  +  l>/i,  alors  la  partie  positive  s'arrête  au  term^ 


a^r+t+i-n  et  la  partie  négatif  e  à  ^/zr+jn-* ,  on  a  de  même 

<*#,r=  <*rf tb$  +^r+2*i-i  -f- ...  +  a9^r+ib0 
—  [6r+ia,-|-6r+3a#-i  +  •  •  •  +  *r4J+i<*J  • 

Si  *  >  r,  on  a  : 

«#,r—  «r>  =  <*r+ibi*+  dr+2*#-i  +  •  •  -  +  <*A+i 
—  [br+i<*$  +  *r+2*«-i  +  •  •  •  +  *i*  r+i]  i 

*->r,  le  second  membre  s'annule  de  lui-même,  donc 

a#,r  =«r,# •  C.  q.  f,  d. 

1 1  soit  des  formules  (1)  et  (2),  et  de  l'équation  (3) 

M9+tntx+m%x*-\-m9x*+. .  .+mn^xn~t=Z*TjÊXrx*  = 

— [«*-*^*+«— *  .*■>■"■ +...+^]/w  5 

dans  la  somme  S ,  on  donne  à  r  et  s  toutes  les  valeurs  0,1, 
2,  3, ...  7i— 1.  On  peut  aussi  mettre  cette  formule  sous 
cette  forme  : 

m0  -f-  m<x  -f  /^.r'-f . . .  +  //în_i.rw~,  =  Zirjx'x* 


III. 


nues,  posons  qu'on  ait  obtenu  par  la  résolution  des  équa- 
tions (2)  : 

Lx0=Ao,o^#+Ao)i/?i1+A0taWJH-...Ao,»-i/w»-i 

i^r,=Aiyw0+AilImI+Ai^wa+...A|,n^1/»1l-1 

Lr"=  Aa,©iit0+AatjiiiI+ Aa,2/w,+. .  •  A2,  » — i^Wfi — 1  \  (6) 

Lo:*~,=All-i,o^0+Aw-l,lmI+Aw-2,a/w,+.  ..Aw_i,w— |/?jw— 1 1 

L  =  2rfc70,o«i,i»2,2.'.  >w—  i,n—  i 

A!IH.   DE  MATHAM.    VU.  1  1 
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oùx  4éaignc  comme  à  l'ordinaire  le  déterminent  (*)  formé 
d'après  la  règle  connue.  On  sait  que  la  propriété  des 
coefficients  des  équations  (-2)  appartient  aussi  aux  coefficient* 
de  leurs  équations  inverses  (6),  et  que  l'on  a 

Arff  =  A<,r.  (7) 

L'équation  finale ,  résultat  de  l'élimination  de  x\  x\  x\  ... 
■r*-'  des  n  équations  w0=0  ;  /»,=0  ;  m,=0,  ...  #1*^=0,  est 

L=  2  ±30,0*1,1   ...»»-!,*—  1  =0   (**).  (8) 

Tirons  en  diverses  expressions  de  la  racine  commune  x 
et  de  ses  puissances  ;  or,  en  omettant  une  des  n  équations 
m0=  0 ,  m^=  0 ,  ...  /»*_= 0 ,  on  déduit  des  n  —  1  équations 
restantes,  des  rapports  entre  les  inconnues;  et  selon  que 
F  équation  donnée  est  la  première ,  la  seconde  ou  la  n***,  00 
aura  n  modes  différents  de  déterminer  ces  rapports. 

Si  on  n'admet  pas  l'équation  mr  =  0 ,  alors  on  dédoit 
de  (6): 

x°  :  xf  :x\..  :  xn~l  =  A0,r  :  a ,,r  :  A.2,r ...  :  A«_,, r.      (9) 

d'où  xrh:  x"= Ar*,r...  :  \s%r-  On  trouve  de  la  môme  manière, 
en  ne  faisant  point  usage  de  l'équation  mr'=() . 

.rr  :  x'  =  Ary  l  A,y  : 

et  comme  Ar,r'  =  Ar',r,  on  a  . 

x"x9  :  x"xr  ::  a,,^  :  A,  ,r  =  A^,.  :  A,,r.        (to) 

Donc  m  et  m' désignant  deux  quelconques  des  nombres  0, 
1,2,  3, ...  /1—  1,1e  produit  xmxmf  est  proportionnel  à 
AWîm';  il  s'ensuit  que  lorsque  r-f  5=  r*+s\  on  a  : 

Ar,,=  Ar',,'. 


(';  Fonction  cramerienne.  Tm. 

('*)  Donc  l'e<|uation  finale  est  une  fonction  (.ramerienne.  Tm. 
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IV. 

UAqoptkm  finale  L=0  n'est  pas  affectée  d'uq  facteur 
superflu  ;  car,  comme»  les  quantités  »r,f  f?nt  linéaires  rela- 
tivement à  or  et  à  6*,  il  est  clair  que  l'expression  L  monte 
à  la  dimension  n  relativement  à  chacune  de  ces  deux  CD»* 
stantes ,  et  on  peut  établir  à  priori  qu'une  équation  finale 
ainsi  composée  est  débarrassée  de  tout  facteur  étranger. 

En  effet ,  Euler  a  jadis  fait  observer  (anc.  Méra.  de  l'Acad 
de  Berlin ,  IV,  1748)  qu'on  obtient  l'équation  finale  vraie  et 
pure,  résultant  de  l'élimination  de  x  entre  les  deux  équa- 
tions,/^) =0,  <p(.r)  =.  0,  si  l'on  substitue  toutes  les  racines 
de  la  seconde  équation  v{x)  ==  0  dans  f{x),  et  qu'on  égale 
à  0  le  produit  de  toutes  ces  valeurs.  Il  est  évident  que  les 
constantes  de  fx  montent  dans  ce  produit  à  une  dimension 
marquée  prfr  le  nombre  des  racines  ou  par  le  degré  de 
l'équation  <p(jr)  =  0 ;  ainsi ,  comme  ce  qu'on  dit  d'une  fonction 
doit  se  dire  de  l'autre ,  l'expression  L  renfermera  aussi  les 
constantes  de  y(x)  à  une  dimension  désignée  par  le  degré  de 
f(x)=0  ;  donc,  dans  le  cas  actuel ,  où  les  deux  fonction*/*  (!r), 
f(x)  sont  chacune  de  degré  n,  l'expression  L  relativement 
aux  constantes  de  l'une  et  de  l'autre  fonction ,  monte  au 
degré  n  par  la  nature  de  la  question ,  et  ne  peut  descendre  à 
un  degré  moindre. 

Toutes  les  fois  donc  que  dans  la  suite  de  ces  calculs  nous 
tomberons  sur  une  équation  M  =  0,  M  désignant  une  fonc- 
tion rationnelle  entière  des  constantes  <zr,  lv,  telle  que  rela- 
tivement à  lune  ou  à  l'autre  de  ces  constantes  le  degré  est 
moindre  que  n,  nous  en  conclurons  que  cette  équation  ne 
saurait  être  l'équation  finale,  ni  divisible  par  l'équation  finale, 
mais  que  M  est  identiquement  nul. 
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V. 

Les  expressions  Ar,i  sont  de  la  dimension  n  —  f  par  rap- 
port à  am  et  à  bm,  donc  l'équation  trouvée  ci -dessus 
Arj  =  Af/^  (lorsque  r + s  =  r'+j')  est  une  identité ,  ou  bien 
toutes  les  quantités  Ar,j  où  la  somme  des  indices  est  la  mêm 
sont  identiques.  Comme  les  expressions  Àr,,  dépendent  seule- 
ment de  la  somme  des  indices,  uous  écrirons  par  la  suite 

Ar,,  =  Ar+J.  (Il) 

Celte  mutation  admise ,  nous  voyons  que  telle  est  la  nature 
des  coefficients  ar,,  qui  affectent  les  équations  linéaires,  dû- 
quelles  on  tire  V équation  finale  cherchée  par  l'élimination  de 
inconnues ,  que  si  Ton  pose  : 

ao,o^0  +  «o,i«r,  +  *o,*r,  +  . . .  +  <*0,n-iX%-i  =  »>0 

°%o*0  +  «a,!*!  +  «a,**,  +  •••■+  a^n-iXn-!  =  m,  i  '   ' 

»n-i,o+  #0+<*n— i,i-*\+«n-i,2'*\+.  •  +««— i,«-  iX*— ins/ft*— | 

/e«  équations  inverses,  pour  lesquelles  les  quantités  xr  son/ 
exhibées  en  mr,  prennent  la  forme  • 

^0=  A0wo+  A.m.-f- Aa/Ma-f ...  -f  A^ifi^ 

L^;  =  A,/w0  -f  A, m,  +  k/n%  + .. .  +  A,//!^ 

Ur9  =  Atiw0+  A,™,  +  A4/w,  +  . . .  +  A^m^  j  (13' 

^  =  K->»'o  +  *nm*  +  A^W,  +  . . .  +  A^..»^,         ] 

Si  Ton  substitue  ces  équations  (13)  dans  une  des  équa- 
tions (12), 

*ryo*'0  +  'r,i  X,  +  ar,2  J\  +  •  •  •  ■+■  t*r,n- 1  J"n— i  =  "irf 
il  vient  : 

ar,oAr  +  «r,i  Ar+i  +  ar+2Ar+2  +  •  • .  +  'r,*— 1  Ar+I|_i  =  L  ;     (M) 

et  si  r  et  s  sont  différents,  on  a  l'identité 

^oAi+orjAjrfi  +  er^Ait'i-f  ...  "h  «ryn-i A*+w-i  =  0.      (15) 
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Dm»  ces  formules,  r,  s  petnrent  prendre  les  valeurs  0,  i  ; 
S,  3...  ii—i. 

VF. 

Il  soit  des  formules  (10)  et  (1 1)  : 

«ùr,^!,/  sont  des  nombres  quelconques  de  la  suite 0,  1 , 
9,  ...  a— 1  ;  ainsi  tontes  les  ibis  qu'une  valeur  de  x  satisMt 
ans  deu  équations  f{x)  «  0,  <p(x)=09  et  qu'on  a  par  con- 
séquent L  =  0 ,  les  puissances  x*  de  x  sont  proportionnelles 
aux  quantités  Am,  m  désignant  un  quelconque  des  nombres 
0;<1 ,  3,  ...  n — 1 ,  ou  bien  qu'on  a  : 

l  :  x  :  x*  :  x*...  :  x%*~*= A0  :  A,  :  A,  :  As...  :  A^.    (16) 

De  là  on  peut  déduire  diverses  relations  entre  les  quantités 
A.,  A,,...  A*,.,  lorsqu'on  même  temps  il  existe  entre  les 
constantes  Or,  br  l'équation  conditionnelle  L=0;  ainsi 
de (16)  on  déduit: 

^=Vi    A0m-Aw=Ar,  (H) 

on  bien  les  expressions  AmAm_i— A^*»'  ;  A^'A»— A,*  sont 
divisibles  par  L. 
Si  l'on  multiplie  les  équations  proposées 

0=/(x)  =anx*  +  aw^xm-  +  ...an 
0  =  T(x)  =  bnxn  +  bn_tx*~'  +...*„ 

successivement  par  1 ,  x ,  x\..  xn~\  et  qu'on  remplace  dans 
les  produits  les  puissances  xm  de  x  par  les  quantités  propor- 
tionnelles A* ,  il  vient  : 

°  =  "o  M-  *.  A,+  «A+ . . .  +  an  An  J 

0  =  «>.+*.  M-  O.A.+ . ..  +  aH  An+f|  (18) 

\ 

Equations  analogues  en  b.  (19) 
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Mais  les  expressions  à  droite  dans  (18)  montent  seulement  éo 
degré  n—i  relativement  aux  constantes  bm,  et*  dans  k» 
équations  (19)  seulement  au  degré  n  — 1  relativement  aux 
constantes  an,  donc,  d'après  les  observations  du  S  1V%  la 
équation»  (18)  et  (19)  sont  identiques. 

Nous  avons  vu  qu'on  peut  former,  avec  les  constantes  qui 
affectent  les  équations  proposées  du  n*"  degré  ,  2*  —  t  ei- 
preésions  (A0,  A,....  A^,  expressions  entières  où  les  con- 
stante» :de  Tune  et  l'autre  équation  montent  au  degré  *-*1, 
et  qui  sont ,  toutes  les  fois  que  les  équations  ont.  une  emm* 
commune,  proportionnelles  aux  puissances  0, 1, 9 «..  8*»~£ 
de  la  racine  commune  ;  et  il  résulte  facilement  ce  qui  pré- 
cède ,  qu'tï  n'existe  pas  une  telle  expression  qui  sait  propor- 
tionnelle à  la  puissance  2n —  1  delà  racine  commune. 

Car,  soit  A,n_,  une  expression  telle  que  Ton  ait  : 

V»0    •      ~»    •       ~«     •  .y»**— »  •    y,»*"»    A         *      A       '"     À  #     A  *'k 

U.      .   U,     %    U,      U.  .  «A.  —  ilo  •    il,    •   il,  . .  ••    •  il^^,  •  A|R_() 

multipliant  les  deux  équations  proposées  par  x*"'  et  rempla- 
çant les  puissances  de  x  par  les  quantités  proportionnelles  eo 
Am,  il  vient  : 

^AB_,  +  b,An  +  fc,A„+.  +  ...+  ^A4w_,  =  0. 
Ces  deux  équations  montant  au  même  degré  n  —  1  par 
rapport  aux  constantes  sont  identiques.  La  première  de  ces 
équations  réunie  aux  équations  (18)  donne  un  système  qui 
fournit  les  rapports  entre  a0 ,  at ,  <*,,  ....  a4;  la  deuxième  de 
nés  équations,  jointe  aux  équations  (19) ,  donne  un  système 
d'où  l'on  déduit  les  rapports  entre  60 ,  bt ,  . . . .  bn  ;  comme  ces 
rapports  proviennent  de  la  même  manière  de  deux  systèmes 
identiques,  on  aura  donc  : 

ti„  :  u,  :  rt, :  aH  =  b0  '.  b§  m.  bt ....  i  bn-, 

ce  qui  est  absurde 
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VII. 

Soient  M  et  N  deux  fonctions  de  x  rationnelles ,  entières 
el  de  degré  n  —  1  ;  on  peut  toujours  déterminer  les  2n  coef- 
ficients de  ces  fonctions  de  manière  que  l'expression 

H/W  +  Nf(*)  =  P 

devienne  égale  à  une  expression  donnée  en  x ,  rationnelle  et 
entière  et  de  degré  2n  —  1 .  Celte  détermination  des  coeflfi 
cients  de  M  et  N  exige  la  résolution  de  2/i  équations  linéaires 
entre  deux  inconnues.  Appelons  Lie  dénominateur  commun 
aux  valeurs  algébriques  de  ces  coefficients,  obtenus  par  la 
résolution  des  équations;  et  posons  :  ,, 

dont  les  coefficients  de  M  et  N  sont  des  fonctions  entières  des 
constantes  qui  affectent /(or),  <p(.r)  et  Q. 

Toutes  les  fois  qu'on  aura  simultanément/(x)=0,  y (x)==0, 
on  aura  aussi  L  =  0  ;  car  il  est  permis  de  faire  Q  =  1 .  Cette 
équation ,  ne  renfermant  pas  de  x ,  n'est  autre  que  l'équation 
finale  cherchée  et  la  même  que  nous  avons  troqvée  ci-d&*us. 
Euler  est  le  premier  qui  ait  indiqué  cette  méthode  d'élimina- 
tion (Acad.  de  Berlin ,  XX,  an.  1764)  (*}.  Montrons  comment 
Q  étant  1,  ou  égal  à  x,x\  x3 ....  a*""*,  ou  à  une  fonction 
quelconque  entière  et  d'ordre  2/i— 1 ,  les  fonctions  multiplie*» 
trices  M  et  N  peuvent  généralement  être  déterminées  en 

A0»  Af ,  A,....  Afw_a. 

Substituant  dans  (13)  xT  au  lieu  de  xry  où  r  est  uu  des 
nombres  0,  1,  2  ....  «  —  1,  il  vient  : 

Lxr  =  Arm0  -f  Ar+J  w,  +  A2+r /",  +  .  . .  +  A»-i+r "»*-i • 


(*)  Bcxout  a  étendu  cette  méthode  à  un  nombre  quelconque  d'équations.  C'est 
le  but  de  son  célèbre  traité  des  équations.  Tm. 
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Mans  celle  valeur,  si  nous  remplaçons  m.,  m, ,  m, ....  m^_, 
par  leurs  valeurs  tirées  de  (2),  $  II ,  el  ayant  posé  : 
- Mr  =  A,  [bn *"-  +  b^x*  +....  +*,] 
+  Ar+,[6.x-+  *,_^-  +  ....  +  6J 


il  vient 


+  Ar+^,6»i  (20) 

Nr  =  Ar  [<*„*"-  +  a^x— +  ....  +  «.} 
+  A,+,  Kx— +a,^x-î+....4-aJ 
+  Ar+Î  [aBa:-'+^1x-<  +  ....+a,] 

-j-  ArHt-id»  i 

Mr/(x)  +  Nr<p(x)  =  Ljr'.  (21) 

Le  nombre  r  peut  prendre  seulement  les  valeur» 
0, 1,  2 ....  n —  1  ;  mais  nous  allons  faire  voir  comment  les 
fonctions  multiplicatrices  se  déduisent  de  nos  formules  pour 
les  valeurs  n,  n-j- 1,  ...2n — 1  de  r. 

VIII. 
Supposons  que  dans  toutes  les  formules  de  ci-dessus,  on 
remplace  x  par  —  el  ar ,  br  par  «»-r ,  6«-r  ;  alors  les  fonc- 
tions f(x)  et  <f  {x)  deviennent  x~*f  ( x)  -,  x">  (x) .  Par  le  même 
changement  dans  les  formules  (1)  du  paragraphe  2 ,  on  a  : 

Mr  =  [a.+  a.x  +  a,x'+  ..  .  +  a„-r-, x*~r-]-^ 


+  [b.  +  b.x  +  b,x>+  ....+b„.tx'~-}  f{X) 


f[JC) 
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Les  formules  (2)  du  $  II  dorment  : 

— j»=; —  =  **-i,ii-i-r-j-aii-2,ii-!-r—  -f-*»-3,n-i-r;-;-t- •••• 
••••-T«oîti-i-r -5=;. 

Ainsi,  au  moyen  de  ce  changement,  *t%r  se  change  en 
—  <?»-i-f,ft-i-r.  Je  fais  observer  que ,  étant  posées  générale- 
ment les  équations  linéaires  quelconques  (2) ,  si  on  remplace 
z#,r  par  ?»-i-#,  n-t-r  ,  alors  dans  les  questions  inverses  (6)  L 
restera  invariable,  Ar,i  se  changera  en  Aw-i-r,n-i-#  ]  si  en 
même  temps  les  coefficients  a,,r  changent  de  signe,  alors  L 
et  Ar,#  se  changent  en  (—  l)nL,  (— xy^'Ary,  de  là,  dans  le 
cas  actuel ,  pour  le  changement  indiqué ,  L  et  Ar  deviennent 

( — 1)"L  et  ( — IJ^'Aan-a— r-  Ainsi ,  ayant  remplacé  x  par  -, 

et  *r,  br  par  an-r,  bn-r,  alors  f(x),  <p(.r),  wr,  **-,«>  L,  Ar 

se  changent  en*^,  ^J\  m*^*  >  ^ti-i-r,n-i-f,(— DHL, 

(-^i  V'-'Aîm— 2— r . 

Faisant  ces  changements  dans  (20)  et  (21) ,  et  après  avoir 
multiplié  par  (— i)nxM~\  il  vient  : 

M2»-i-r/(.r)  -f  N2»-i-r  fCr)  =  Lr2»-i-r,         (22) 
où 

Mjm-i-T  =.  A2n-2-r  [60+  bxx  +  bj?-\-  ....  ^i-r*-'] 
+  A2*-3-r  [ft.+  M  +  ft^H-....  V*^] 
+  A2w-4-r  [b0+  bxx  +  ^aJ:a+ ....  £n-3«rw"3] 


+  Aw-t.tvrw-,6oi  (23) 

—  N2w-i-r=  A2*-2-r  [tf0+  «Ve  +  «***+  •-.  a^x"1] 
+  A2w-3-r  |>o+  atx  +  aax*+  ....  ^x""'] 
+  A^-4-r  [a0-\-atx  -f-  a%x*+ ....  a^x*"3] 

An-i-r^'^o 
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Dans  ces  formules  r  peut  prendre  derechef  les  valeurs 
0,  1 ,  2,  ...  n  —  1 .  Donc  2«  —  1  —  r  peut  prendre  le$  valeurs 
/i,  /i+ 1,  /*  +  2  . ...  2/*  —  1 .  Ainsi  toutes  les  fonctions  mnlti- 
plicatrices  sont  déterminées.  De  là  on  peut  déduire  facile- 
ment les  expressions  des  mémos  fonctions  lorsque 

car  on  aura  : 

M  =  /.M0  +  /IMI+..../^lM^,1 
N=/0N0+/lN,  +  ..../_lN^. 

IX. 

Si  r<  n ,  nous  déduisons  des  équations  (20)  les  fonctions 
multiplicalrices  par  les  formules 

--M'=b+— +  1T+'  ■  +  —><*>• 


«,-[^+^+^!+....  +  î=pjA* 


<**) 


avec  la  conditiou  de  rejeter  les  puissances  négatives  de  s. 
Si  r_n,  nous  (irons  de  (23),  en  mettant  rau  lieu  de 

Un  —  t  —  r  , 

MrS±:[Ar..+Ar-a-t'+Ar.jX,+  ....+Ar.ll*,,-']T(*) 
—  i\r  =  [Ar.I+Ar..2a-f  Ar_3^+....+Ar.llxn-'l/(^)    l     ' 
eu  rejetant  les  puissances  de  a-  supérieures  à  n —  1. 

Au  cas  où  les  fonctionsy'(.r)  et  y  (a:)  ont  le  facteur  linéaire 

x  —  \  en  commun  ,  nous  avons  vu  que  l'on  a  Çr  =  —  ;  d'où 

A0 

l'on  conclut  facilement  que  dans  ce  cas  on  a  : 

-  j>]r  =j:  A„ =  A„c   .  

.r  —  £  a:  —  g 

x  %     ■;/(■<•)    -.r;/(g)  .,  /(x) 

i>,  —   ,\.. -  -   t\0C     
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Euler  a  iadiqué,  dans  le  mémoire  ci-dessûs  cité,  la  nature 

de  ces  fonctions  multipîicatriccs.  -  À0$r  **  et  —  A0^r- 

dx  dx 

sont  les  valeurs  que  prennent  Mr  et  Nr  lorsqu'on  suppose 

*r  =  £.  (La  suite  prochainement.) 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  177, 

(Fin.)(V.p.i26.) 

PAB  M.  USGAU.AIB. 

Élève  du  Collège  militaire  de  U  Flèche. 


Quatrième  cas  (fig.  28). 


L'équation  du  lieu  devient  y% = — x%  -f  [/iK%x* + m* ,  le 
signe—-  du  radical  devant  évidemment  être  écarté  ;  l'origine 
est  alors  le  point  de  contact  des  deux  cercles. 

Pour  que  y  soit  réel,  il  faut  que  4R\r'+wi4  soit  >•*♦, 
on  qu'on  ait  j^-4RV-w4<0,  c'est-à-dire  que  x*  soit 
compris  entre  les  racines  de  l'équation  -r*  —  4R\r"— ro4=r  0, 
qui  sont  x;=2R%+l/*K*+m\  x^SR'-I^R'+m*. 
La  limite  xj  étant  négative,  doit  être  rejetée  et  remplacée 
par  0,  c'est-à-dire  que  x  doit  être  compris  entre 


+  |/2Ra+  l/4R4  +  ml  et  —  ^2Ra+V/4H4  +  //^, 

valeurs  plus  grandes  que  211  en  valeur  absolue.  Prenant 
donc  A,  et  A„  pour  ceux  qui  correspondent  à  ces  valeurs, 
la  courbe  est  comprise  entre  les  parallèles  à  Taxe  des  y 
menés  par  ces  point*. 

Pour  .r  =  0,  on  a  y  =  ±m\  on  devait  s'y  attendre.  En 
effet,  pour  ce  point,  les  deux  tangentes  sont  égales,  et  par 
conséquent  chacune  délies  est  égaie  à  m  -,  or  les  triangles 
omR ,  oCm  sont  égaux ,  donc  Cm  =  //«. 
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Passons  maintenant  à  la  discussion  de  la  tftfigente  pour 
déterminer,  comme  dans  les  cas  précédents,  la  forme  pré- 
cise de  la  courbe.  L'équation  peut  se  mettre  sous  la  forme 

^+(2ra—  4R>'-f,r4—  m4=0,  (5) 

A,  .  /              4*»  +  ^*— 8lTx 
d'où  tang  « = '  /.  .-, . 

Pour  r  =  0,  tanga=^o9  et  il  n'y  a  pas  d'autre  point  où 
il  en  soit  ainsi. 

Pour  que  tanga=0,  il  faut  4a:3 -f  4y.r— 8R*.r=0,ce 
qui  donne  encore,  comme  dans  les  autres  cas,  x  =  0;  puis 
il  reste  a-9+^,==2Ra,  et,  en  combinant  cette  équation  avec 
l'équation  (5),  on  trouve  à  accoupler  pour  les  points  où  la 
tangente  est  parallèle  à  Taxe  des  x  ■. 

4R4_W4  4R4  +  «i* 

"f—  y '= 


4Ra      '  J  4RJ 

11  y  a  donc  à  examiner  trois  cas  :  4R4>#»4,  4R4  =  /»4, 
4R4</»4. 

1°  x*  est  positif,  et  par  conséquent  x  a  des  valeurs 
réelles  bien  déterminées;  et  si  l'on  compare  y  à  m\  on  voit 
que  4R4  étant  >//*4,  et  par  conséquent  2R*  >//*',  on  pourra 

poser  2R*  =  tri + S2 ,  d'où  y  = ,'  ,  ,      '     ,  tandis  que 

2(i»  +  <J) 

,      4RW      2m4  +  2m'<T  ,  .         .  .  ^ 

,  et  qu'ainsi  .x  est  >w  .  On  voit 


4R*  û(tri  +  ô*) 

donc  qu'ayant  pris  (fig.  21)  CB'=CB'r=m,  il  y  aura  quatre 
points  m',  m",  m'"y  m"",  symétriquement  placés  par  rapport  à 
l'origine,  tels  que  leurs  ordonnées  soient  plus  grandes  que  OB' 
et  CB",  et  qu'en  ces  points  la  tangente  est  parallèle  à  l'axe 
des  x\  rapprochant  ce  résultat  de  ceux  que  nous  avons  déjà 
obtenus,  nous  trouvons  à  la  courbe  la  forme  représentée 
dans  la  Ggurc  21 . 

2///é 
2°  ^  =  0,  ,>  ''  —  —. 7=  m1,  cela  n'indique  réellement  pas 


—  1T3    - 
de  nouveaux  points ,  puisque  ce  résultat  nous  ramène  aux 
points  B'  cl  B".  La  courbe  est  celle  de  la  figure  22. 

3*  x'<0,  .r  est  imaginaire;  il  n'y  a  pas  d'autres  points 
que  F  et  B".  C'est  encore  la  courbe  de  la  figure  22. 

Cinquième  cas  (fig.  21). 

rf>2R.  Alors  R*^-.-rfJ  est   <0;  nous  poserons  cette 

4 
quantité  égale  à  — h\  h  n'ayant  plus  ici  une  interprétation 
remarquable  comme  dans  le  troisième  cas,  mais  étant  facile 
à  construire. 

L'équation  devient  donc  y%  =  —  /V  —  *?  +|/rf\r,-|-iii4f 
le  signe  —  devant  être  évidemment  écarté. 

Pourquc^  soit  réel,  il  faut  que  x%+h%  soit  <|/d'.ra+w»*, 
ou  .r4  +  (2/V  —  /D-r'+A4— /w*<0,  ce  qui  donne  pour  x% 

les  limites      x*=z A"+\  /    - — rf'A'+w4, 

2  \f        4 

Il  y  a  donc  encore  ici  à  examiner  successivement  n?<h\ 
m%=h\  m*>h\ 

1°  *7i'<A%  même  courbe  qu'au  troisième  cas,  pour  la 
même  hypothèse. 

2°  m*  =  A';  ici  les  deux  ovales  viennent  réellement  se 
réunir  en  passant  par  le  centre,  car  le  lieu  actuel  coïncide 
avec  celui  des  projections  du  centre  d'une  hyperbole  sur  des 
tangentes,  et  cette  génération ,  par  suite  de  la  propriété  qu'ont 
les  asymptotes  de  l'hyperbole  d'être  les  limites  des  tangentes, 
nous  indique  déjà  la  forme  de  la  courbe,  semblable  à  une 
lemniscate  ou  à  l'ovale  de  Gassini  pour  le  cas  de  d^>m.  Ce 
que  le  calcul  nous  donnera  ne  va  donc  être  en  quelque  sorte 
qu'une  vérification.  D'abord  il  est  facile  de  vérifier  la  gêné- 
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ration  que  nous  vouons  d'indiquer;  en  effet ,  le  changement 
de  B'  en  —  B'  et  de  Aa  en  —  h"  dans  les  calculs  .faits  au  troi- 
sième cas ,  nous  donne  ici  pour  les  deux  équations  corres- 
pondantes : 

et  l'on  voit  qu'il  est  facile  de  passer  des  deux  cercles  à  l'hy- 
perbole, trt  réciproquement.  Cherchons  maintenant  la  forme 
de  la  courbe,  x*  devient  nul  ;  il  n'y  a  que  deux  points  de 
rencontre  Q'  et  Qr  avec  Taxe  des  x.  Pour  y  =  0,  on  ne  peut 
trouver  d'autre  valeur  que  x  =  0.  En  discutant  la  tangente, 
on  voit  qu'elle  coïncide  en  C  avec  Taxe  des  x  (fig.  34),  et 
qu'elle  est  parallèle  à  cet  axe  en  quatre  autres  points  m', 
m",  m!'\  m"".  L'ensemble  de  ces  renseignements  lai  assigne 
la  forme  que  montre  la  figure. 

3°  m*>h\  même  courbe  qu'au  troisième  cas,  pour  la 
même  hypothèse. 

Note.  Règle  générale.  Toutes  les  fois  que  les  termes  du 
4<hw  degré  d'une  ligne  plane  du  quatrième  ordre  forment  an 
carré  parfait ,  la  ligne  est  le  lieu  des  projections  d'un  point 
fixe  pris  dans  le  plan  d'une  conique  sur  les  tangentes  à  cette 
conique.  (Voir  t.  III,  p.  426.)  Tm. 


SUR  LA  GÉOMÉTRIE  SPHÉRIQUE  ANALYTIQUE. 

(V.  p>.  147.) 

PAB  M.  BOBONET, 

professeur  de  mathématiques  au  lycée  de  Tours  i*). 


§  IV.  Des  conique»  sphériques. 
Réduction  de  l'équation  générale  des  lignes  du  deu\icm< 
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ordre  à  la  forme  unique  — z-Z-  -i-    P°  ?  =  1.  Conditions 
...  tang'l;       tang*0 

pour  que  l'équation  générale  des  lignes  du  deuxième  ordre  re- 
présente un  cercle.  Quand  on  cherche  le  lieu  du  sommet  d'un 
triangle  sphériquc  dont  la  base  et  la  surface  sont  constantes , 
on  trouve  une  équation  du  deuxième  degré  ;  donc  le  lieu  est 
une  conique  sphériquc  ;  de  plus ,  les  conditions  précédentes 
sont  remplies  ;  donc  cette  conique  est  un  petit  cercle.  C'est  le 
beau  théorème  de  Lexell.  On  trouve  une  ligne  du  deuxième 
ordre  quand  on  cherche  le  lieu  des  points  donl  la  somme  ou 
la  différence  des  distances  à  deux  points  fixes  est  constante  ; 
le  lieu  est  donc  une  conique  sphérique  :  c'est  le  théorème  de 
Fuss.  On  vérifie  avec  la  même  facilité  le  théorème  de 
Magnus  sur  l'égalité  des  angles  que  forment ,  avec  Tare  tan- 
gent à  la  conique ,  les  deux  arcs  vecteurs  menés  des  deux 
foyers  au  point  de  tangeocc ,  et  tant  d'autres  propositions  qui 
sont  dues  soit  à  M.  Steincr,  soit  à  M.  Chasles. 

J'étends  aux  coniques  sphériques  quelques  belles  pro- 
priétés des  coniques  planes,  savoir  :  la  propriété  des  pôles  et 
seul  polaires  de  La  Uire;  la  propriété  de  l'involution  de 
Desargues  ;  la  description  d'une  conique  à  la  manière  de 
itiaclaurin  et  de  firaikenridge;  l'hexagramme  de  Pascal  et  le 
théorème  correspondant  de  Brianchon.  Je  généralise  ainsi 
ces  deux  dernières  propriétés  : 

A.  Si  une  conique  sphérique  est  traversée  par  un  triangle 
sphérique,  on  obtient,  en  menant  sur  la  surface  de  la  sphère 
les  cordes  des  arcs  interceptés  entre  les  côtés,  un  second 
triangle  sphérique  dont  les  côtés  et  les  sommets  correspon- 
dent aux  côtés  et  aux  sommets  du  premier.  11  arrive  toujours 
que  1°  les  intersections  des  côtés  correspondants  sont  placés 
sur  une  même  circonférence  de  grand  cercle;  2°  les  arcs  qui 
unissent  les  sommets  correspondants  concourent  au  même 
point. 
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B.  Si  une  conique  sphérique  est  traversée  par  un  triangle 
sphérique,  on  obtient ,  en  menant  une  tangente  A  la  conique 
par  les  deux  extrémités  de  chaque  côté,  un  second  triangle 
dont  les  sommets  (intersections  de  ces  tangentes)  correspon- 
dent aux  sommets  du  premier  triangle  et  dont  les  côtés  ont 
aussi  leurs  correspondants  parmi  ceux  du  premier.  Il  arrive 
toujours  que  1°  les  arcs  de  grand  cercle  qui  unissent  les  som- 
mets correspondants  concourent  au  même  point  ;  2*  les  in- 
tersections des  côtés  correspondants  sont  placées  sur  nue 
même  circonférence  de  grand  cercle. 

§  V.  Des  lignes  sphèriques  en  général. 

Étant  donnée  l'équation  d'une  ligne  sphérique  quelcon- 
que, soit  algébrique,  soit  transcendante,  je  forme  l'équation 
de  sa  tangente  en  un  point ,  celle  de  sa  normale ,  l'équation 
générale  de  sa  polaire;  je  détermine  l'angle  sous  lequel  se 
coupent  deux  lignes  sphèriques  données  par  leurs  équations. 

Je  forme  quelques  lieux  géométriques,  par  exemple,  le 
lieu  du  centre  d'un  cercle  variable  tangent  à  deux  petits 
cercles  Gxes  ;  c'est  une  conique  sphérique  :  le  lieu  du  sommet 
d'un  angle  constant  circonscrit  à  une  conique  ;  c'est  une 
ligne  du  quatrième  ordre  qui  se  réduit  à  une  conique  si 
l'angle  est  droit,  d'où  résulte  que  l'enveloppe  des  cordes 
de  90°  inscrites  à  une  conique  est  elle-même  une  conique ,  la- 
quelle se  réduit  à  un  point  si  la  conique  proposée  a  un  aie 
de  90°,  etc.,  etc. 

§  VI.  Emploi  d'un  autre  système  de  coordonnées. 

Dans  cette  dernière  partie,  les  lignes  sphèriques  sont  ex- 
primées par  des  équations  entre  la  longitude  et  la  latitude  de 
leurs  points.  Ces  nouvelles  coordonnées  ont  quelques  avan- 
tages sur  les  coordonnées  employées  plus  haut ,  comme  de 
représenter  dune  manière  plus  simple  certaines  lignes  dont 
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Vosage  est  le  plus  fréquent ,  le  cercle ,  par  exemple ,  et  de 
donner  des  formules  aussi  plus  simples  pour  la  quadrature , 
la  rectification  et  l'angle  formé  par  deux  courbes  en  se  cou* 
pant;  mais,  sous  un  point  essentiel ,  le  nouveau  système  le 
cède  à  l'autre,  c'est  qu'il  n'offre  pas  de  caractères  pour  la 
classification  des  courbes ,  de  sorte  qu'une  même  ligne  n'est 
pins  reconnaissable  à  son  équation  lorsqu'elle  présente  des 
différences  de  position  par  rapport  aux  axes. 

J'établis  les  formules  qui  permettent  de  passer  de  l'un  à 
l'autre  système;  j'applique  le  nouveau  système  à  la  détermi- 
nation des  espaces  quarrables  de  Viviani ,  à  la  rectification 
de  la  loxodromie  spbérique,  à  la  formation  de  l'équation  des 
projections  stéréographiques,  à  la  considération  de  la  spirale 
dePappus  et  d'une  Clélie  de  Guido  Grandi,  etc. 


SECONDE  SOLUTION  DE  LA  QUESTION  179 

(V.  p.  75  et  106)  f). 

par  x.  julbs  ussuans , 

élève  de  l'institution  Barbtt. 


Un  point  est  situé  à  l'extérieur,  sur  le  contour  ou  à  l'inté- 
rieur d'une  parabole,  suivant  que  les  coordonnées  satisfont 
aux  relations 

Ar,  +  Bay  +  Cxa  +  D^  +  Ex  +  F>0;  A>0 

=  0 

<o. 
(Fig.  27.)  Cela  posé,  prenons  pour  axes  deux  côtés  opposés 
AB,  CD  du  quadrilatère  en  question ,  soit  OA=«  ;  OB  =  a'  ; 

(*)  Voir  le  lemme,  p.  i<tf.  Tm. 

AH1I.  DE  MATMtM.  Vil.  1^ 
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œ=6J0D=Ê';1r'+B^+Cx--+D^+E*.fl?=<»,  l> 
quatioo  de  la  parabole  passant  par  ABCD,  on  a  : 


B 


-VI- 


b-=(? 


Pour  la  conique  passant  par  le  cinquième  point  Efr,*),  on  a  : 

^  J    5 

donc  les  inégalités  se  réduisent  à 

( — r — - — 1  —  Ba  >  0.  On  a  une  hyperbole. 

=  0.  parabole. 

<  0.  ellipse, 

ou  bien 

(F_B7*+(y+D*+E7+F)  (**+B7*+(y+D*+E7+F)>0. 

=0. 
<0. 

Or  les  deux  facteurs  du  premier  membre  ne  sont  autre 
chose  que  les  polynômes  obtenus  en  substituant  à  là  place  de 
x  ety  dans  les  équations  des  deux  paraboles  passant  par 
A  B  C  D  les  coordonnées  du  point  E. 

Or,  suivant  que  ces  deux  facteurs  seront ,  1°  tous  deux 
positifs  ou  négatifs,  2*  l'un  nul  et  l'autre  quelconque,  3°  Tua 
positif  et  l'autre  négatif ,  on  aura  pour  la  conique  une  hyper 
bole,  une  parabole  ou  une  ellipse.  D'après  le  principe  rap- 
pelé ci-dessus,  le  cinquième  point  est  dans  le  premier  cas  à 
l'intérieur  ou  à  l'extérieur  des  deux  paraboles;  dans  le 
deuxième ,  sur  Tune  des  deux  paraboles;  dans  le  troisième, 
à  l'extérieur  de  l'une  et  à  l'intérieur  de  l'autre  :  ce  qui  dé- 
montre le  théorème  énoncé. 
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SUR  LE  CENTRE  DE  FORCES  NON  PARALLÈLES 
de  Minding ,  d'après  Ifobiu»  (  Crelk,  XVI,  t- 1836  ) 


1,  Daqs  tout  ce  qui  suit,  oa  suppose  tuai  système  de  forces 
Appliquées  à  un  corps  ou  à  un  système  de  points  liés  entre 
ou  4*(MK  manière  invariable.  Le  système  de  points  éprouve 
np  déplacement ,  mais ,  dans  ce  déplacement ,  chaque  point 
d'application  conserve  sa  force  b  même  en  intensité,  direc- 
tion et  sens.  C'est  ce  qu'il  ne  faut  jamais  perdre  de  vue. 
A.  Système  de  forces  parallèles. 

a)  Rémtilamte.  Quelque  déplacement  que  subit  te  système, 
la  résultante  passe  toujours  par  un  même  point  lié  inva- 
riablement aux  pointe  du  système  et  qui  est  le  centre  des 
forces  parallèles. 

t)  Équilibré.  Sort  A  le  centre  et  R  la  résultante  des  forces 
parallèles  agissant  dans  un  sens  et  B  le  centre,  et  — R  la  ré- 
sultante des  forces  parallèles  agissant  dans  le  sens  opposé; 
A|l  est  dans  la  direction  des  forces.  Dans  un  déplacement , 
Ret  — R  forment  un  couple  et  l'équilibre  est  détruit ,  trois 
eas  eiceptés: 

i»  Lorsque  A  et  B  se  confondent  ;  2°  lorsque  le  système 
se  déplace  parallèlement  à  lui-même  ;  3°  lorsque  le  système 
tourne  autour  d'un  axe  parallèle  à  la  direction  des  forces* 
Bu  reste,  on  peut  appliquer  à  cjeux  points  A'  et  V  deux  nou- 
velles forces  égales  agissant  dans  la  direction  des  forces  et 
en  sens  opposés ,  A'B'  étant  aussi  dans  la  direction  des  forées  ; 
l'équilibre  subsiste  encore,  et  alors  l'équilibre  aura  lieu  dans 
tout  déplacement ,  puisque  les  forces  introduites  formeraient 
oa  couple  tenant  en  équilibre  l'autre  couple. 

c)  Couple.  Rentre  dans  le  cas  précédent. 
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B.  Sy$tême$  de  forces  dans  un  même  plan. 

Le  corps  se  meut  parallèlement  à  lui-même ,  o%  tourne  au- 
tour d'un  axe  perpendiculaire  au  plan. 

a)  Résultante  de  deux  forces.  Soit  A  le  point  de  rencontre 
des  deux  forces ,  et  B,  C  leurs  points  d'application  ;  la  résul- 
tante passera  toujours  par  le  point  A',  seconde  intersection 
de  la  résultante  avec  le  cercle  passant  par  les  points  A,  B,C; 
le  point  A*  lié  invariablement  aux  points  B  et  G  est  dooc  le 
centre  des  deux  forces.  C'est  une  conséquence  immédiate  de 
légalité  des  angles  inscrits  dans  un  segment  de  cercle. 

Résultante  d'un  nombre  quelconque  de  forces.  On  prend 
deux  forces  quelconques  et  on  les  remplace  par  une  tant 
unique  appliquée  au  centre  de  ces*  deux  forces  ;  par  là  le  nou- 
veau système  a  une  force  de  moins ,  et  continuant  de  même, 
on  pâment  à  deux  forces  dont  le  centre  est  celui  du  système 
primitif. 

Gomme  le  système  n'a  qu'un  centre ,  il  est  indifférent  dam 
quelque  ordre  on  fasse  la  composition  des  forces ,  ce  qui 
donne  lieu  Ji  d'élégantes  propositions  géométriques. 

6)  Équilibre.  Soit  n  forces  ;  considérons  une  force  P  ap- 
pliquée en  A  ;  les  n  —  l  forces  restantes  auront  une  résul- 
tante —  P,  qu'on  peut  considérer  comme  appliquée  à  leur 
centre  B.  Prenons  dans  le  corps  deux  points  quelconques 
A',  B',  tels  que  A'B'  soit  parallèle  à  AB ,  et  appliquons  en 
A'  une  force  -+-S ,  en  F  une  force  — S  ayant  la  direction 
A'B',  et  telles  que  S.  A'B'=  P.  AB  ;  l'équilibre  subsistera  alors 
toujours  lorsque  le  plan  tournera  dans  son  plan. 

c)  Couple.  Se  réduit  au  cas  précédent.* 

C.  Système  de  forces  dans  V espace  en  général. 

a  y  1  )  Équilibre.  Un  corps  passant  d'une  position  dans  une 
autre ,  on  peut  toujours  trouver  une  direction  telle  que  le 


—  181  — 
corps ,  dam  sa  première  position ,  tournant  autour  d'an  axe 
ayant  cette  direction  ,  prenne  une  position  parallèle  à  la  se- 
conde *,  et  si  le  corps  ,  tenu  en  équilibre  dans  sa  position  pre- 
mière ,  reste  encore  en  équilibre  après  un  mouvement  de 
rotation  autour  de  Taxe  ci-désigné ,  il  restera  encore  en  équi- 
libre dans  une  rotation  quelconque  autour  de  cet  axe  et  par 
une  translation  parallèle. 

Nous  nommerons  axe  d'équilibre  une  droite  lellcque  l'équi- 
libre n'est  pas  troublé ,  le  corps  tournant  autour  de  cet  axe. 
Ainsi ,  dans  un  système  de  forces  parallèles  en  équilibre ,  toute 
droite  parallèle  à  la  direction  des  forces  est  un  axe  d'équilibre, 
a,  2)  Pour  qu'une  droite  soit  un  axe  d'équilibre,  il  est  né- 
cmaire  et  suffisant  que  cette  droite  soit  un  axe  d'équilibre 
pour  les  forces  projetées  avec  leurs  points  d'application  sur 
on  plan  perpendiculaire  à  cette  droite ,  et  ensuite  qu'en  pro- 
jetant chaque  force  sur  une  droite  menée  par  son  point  d'ap- 
plication, parallèlement  à  l'axe  d'équilibre ,  le  système  pro- 
jeté soit  en  équilibre. 

a,  3)  Lorsqu'un  système  a  deux  axes  d'équilibre  non 
parallèles,  toute  droite  parallèle  au  plan  déterminée  par  les 
deux  axes  d'équilibre  sera  aussi  un  axe  d'équilibre. 

De  là  on  conclut  facilement  que  si  le  système  a  trois  axes 
d'équilibre  tels  que  l'un  n'est  pas  parallèle  au  plan  déter- 
i  par  les  deux  autres,  alors  une  quatrième  droite  quel- 
i  sera  axe  d'équilibre  ;  ou ,  en  d'autres  termes,  si  un 
corps  en  équilibre  est  maintenu  dans  cet  état ,  dans  trois 
déplacements,  il  sera  encore  en  équilibre  en  un  quatrième 
déplacement;  ou  autrement,  tout  corps  en  équilibre  en 
quatre  positions  diverses  reste  en  équilibre  daus  une  cin- 
quième position. 

a,  4)  Un  système  en  équilibre  n'a  pas ,  en  général ,  un  axe 
d'équilibre.  Toutefois  il  est  toujours  possible  d'ajouter  au 
système  en  équilibre  deux  nouvelles  forces  égales  et  directe-   » 
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ment  opposées ,  agissant  sur  deux  points  déterminés  du  corps 
et  conservant  même  intensité,  direction  et  sens  ;  et  par  là  le 
corps  acquiert  un  axe  d'équilibre ,  ce  qu'on  peut  éooocer 
aussi  de  cette  manière  :  L'équilibre  d'un  corps  tournant  au- 
tour d'un  axe  est  détruit  et  se  change  en  mi  couple  dont  les 
forces  R  et  — R  peuvent  agir  sur  des  points  A ,  B  du  corps, 
conservant  toujours  même  intensité  ,  sens  et  direction. 

Les  points  A  et  B  sont  pris  arbitrairement  $  mais  la  direc- 
tion AB  est  déterminée  ainsi  que  le  prodoit  R.AB. 

6, 1)  Non  m  équilibre.  On  peut  produire  l'équilibre  par 
l'introduction  de  deux  nouvelles  forces ,  et  on  peut  déter- 
miner ces  forces  d'une  infinité  de  manières*  de  telle  sorte qie 
le  système  tournant  autour  d'un  axe  donné  reste  «t  éqë- 
libre  ;  ter  il  existe  un  hyperboltfde  à  une  nappe» 
par  la  nature  do  système  rt  par  la  position  de  l'axe  i 
tion ,  et  tel  qu'on  peut  prendre  arbitrairement  les  deux  priait 
d'application  des  deux  nouvelles  forces  sur  une  des  drafcs 
génératrices  de  la  surface. 

6,  S)  Les  deux  nouvelles  forces  peuvent  se  déterminer, 
ainsi  que  leurs  points  d'application ,  de  deux  manières  eu 
iï aucune  manière,  de  telle  sorte  1°  que  la  droite  qui  réunit  las 
deux  points  d'application  devienne  axe  d'équilibre  ;  et  de  là, 
en  rendant  fixe  cet  axe,  le  corps ,  en  tournant  autour,  con- 
servera son  équilibre  sans  que  Ton  ait  besoin  d'ajbuterésax 
forces,  et  2° que  les  pressions  sur  Taxe  restent  les  i 
direction  et  intensité  pendant  la  rotation.  Nous  i 
on  tel  axe  axe  principal  d'équilibre. 

Ainsi ,  par  exemple ,  danfe  un  système  de  deux  forces  qui 
ne  sont  pas  dans  m  même  plan ,  l'un  des  asxt  principaux 
est  la  droite  qui  joint  les  deux  points  d'application ,  et  l'autre 
&t  la  droite  perpendiculaire  à  un  plan  déterminé  par  les 
deux  droites ,  et  rencontrant  ce  plan  au  centre  dus  deux 
forces  projetées  sur  ce  plan. 
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Ced  a  lien  aussi  pour  deux  forces  non  parallèles  situées 
du»  un  même  plan ,  et  lorsque  l'on  a  égard ,  non  à  la  rota- 
tion dans  le  plan,  comme  en  B,  mais  à  une  rotation  quel- 


Système  de  forces  parallèles  à  un  mime  plan,  au  dans  un 
même  plan.  On  mène  dans  le  plan  deux  droites  a,b ,  et  Ton 
décompose  chaque  force  P  du  système  au  point  d'application 
en  deux  autres  X  et  Y,  parallèles  à  ces  droites,  et  l'on  déter- 
mine la  résultante  X,  des  forces  X  et  le  centre  A  de  ce  sys- 
tème; et  de  même  la  résultante  Y,  du  système  Y  et  le  centre  B; 
don  dans  tout  déplacement  du  corps  le  système  est  équi- 
valent aux  forces  X, ,  Y„  agissant  en  A  et  B ,  et  a,  par  consé- 
quent, deux  axes  principaux  dont  l'un  est  la  droite  AB  et 
Vautre  une  droite  coupant  perpendiculairement  le  plan  au 
centre  des  forces  projetées  sur  ce  plan.  De  là  on  déduit  ce 
théorème  remarquable  : 

a)  Si  Ton  a  un  système  de  forces  parallèles  à  un  plan  et 
ayant  une  résultante,  si  Ton  décompose  chaque  force  à  son 
point  d'application  en  deux  autres  parallèles  à  deux  droites 
«,  b  quelconques  menées  dans  le  plan ,  la  droite  qui  joint  les 
centres  de  forces  parallèles  a  une  position  indépen- 
i  droites  a  et  b9  nous  nommerons  cette  droite  ligne 
centrale  du  système. 

Ge  théorème  se  généralise  ainsi  : 

fi  Étant  donné  un  système  de  forces  non  en  équilibre  et  ne 
ae  réduisant  pas  en  un  couple,  si  Ton  décompose  chaque 
force  en  son  point  d'application  en  trois  autres,  X,  Y,  £,  pa- 
rallèles à  trois  droites  arbitraires,  a,  b,  c,  non  parallèles  au 
fldéme  plan,  les  trots  centres  des  systèmes  X,  Y,  2  sont  dans 
M  plan  indépendant  des  droites  a,  b,  c-,  nous  nommons  ce 
plan  plan  central  du  système. 

Si  les  droites  a,  b  sont  parallèles  au  plan  central  et  c  per- 
pendiculaires à  a  et  b ,  alors,  selon  «),  les  centres  dei  sys  - 
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tèmes  X  et  Y  sont  dans  une  même  droite,  située,  selon  fc), 
dans  le  plan  central  -,  nous  la  désignons  sous  le  nom  de  ligne 
centrale  d'un  système  de  forces  quelconques,  agissant  dais 
l'espace.  Si  de  plus  la  droite  a  est  parallèle  à  la  ligne  centrale, 
et  que  b  soit  perpendiculaire  sur  a ,  alors  nous  nommons  le 
centre  des  forces  X,  parallèles  à  a ,  le  point  central  du  sys- 
tème. 

Les  deux  axes  principaux  ont ,  relativement  à  ce  plan,  ligne 
et  point  centraux,  la  position  remarquable  suivante  : 

b  3)  Les  deux  axes  principaux,  lorsqu'ils  existent,  et  la 
ligne  centrale,  sont  parallèles  au  même  plan  ;  les  deux  points 
d'intersection  des  axes  principaux  avec  le  plan  central,  et  le 
point  central  sont  sur  une  môme  droite  perpendiculaire  à  la 
direction  de  la  résultante  des  forces  transportées  à  un  mène 
point. 

c,  1)  Système  de  farces  dans  l'espace  ayant  une  résultante. 
Lorsqu'un  tel  système  tourne  autour  d'un  axe ,  il  se  réduit 
à  deux  forces  qu'on  peut  transporter,  saqs  changer  la  direc- 
tion ni  l'intensité,  à  deux  points  déterminés  du  corps,  et  qui 
ne  peuvent  se  réduire  à  une  seule  force  que  dans  la  position 
initiale  du  corps,  et  ensuite  après  une  demi-rotation. 

c)  Dans  un  tel  système ,  les  deux  axes  principaux  existent 
toujours,  c'est-à-dire  on  peut  toujours  déterminer  deux 
droites ,  coupant  la  résultante  en  deux  points,  et  telles  qu'en 
tournant  le  corps  autour  d'une  de  ces  droites ,  le  système  ne 
cesse  pas  de  se  réduire  en  une  résultante  de  môme  direction 
et  intensité  que  la  résultante  initiale;  que  par  conséquent, 
lorsque  un  de  ces  points  d'intersection  est  rendu  Gxe ,  alors 
l'équilibre  subsistera  en  tournant  autour  de  l'axe  passant  par 
ce  point.  Ain&i  les  deux  points  peuvent  être  considérés  comme 
de  vrais  centres  du  système,  quoique  par  rapport  à  chacun 
l'équilibre  ne  subsiste  que  relativement  à  un  axe  détermine. 

Ces  deux  axes  ont  une  telle  position  :  1°  leurs  projections 
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sur  on  plan  perpendiculaire  à  la  résultante  se  coupent  à 
angle  droit;  2Q  de  même  leurs  projections  sur  le  plan  cen- 
tral ;  3*  la  ligne  centrale  est  parallèle  au  plan  déterminé  par 
les  deux  axes  j  4°  les  deux  points  d'intersection  du  plan  cen- 
tral, et  les  deux  axes  et  le  point  central  seul,  sont  une  même 
droite  qui  est  à  angle  droit  sur  la  résultante. 

d)  Système  de  foree$  dans  l'espace,  réductible  à  un  couple. 
Un  tel  système  n'a  pas  en  général  d'axes  principaux;  s'ils 
existent ,  ils  sont  en  nombre  infini  ;  chaque  parallèle  à  un 
axe  principal  devient  un  axe  principal.  Nous  terminerons 
par  cette  observation.  Si  un  corps  soumis  aux  actions  d'un 
système  de  forces  a  un  axe  fixe,  et  s'il  doit  conserver  l'équi- 
libre en  le  faisant  tourner  autour  de  cet  axe,  et  si  on  n'exige 
paa  que  cet  axe,  ainsi  que  cela  doit  être  pour  un  axe  princi- 
pal, supporte  pendant  la  rotation  une  pression  constante  en 
direction  et  intensité,  alors  si  le  système  se  réduit  à  une  force 
unique  ou  à  deux  forces ,  cet  axe  peut  avoir  une  direction 
quelconque.  11  suffit  de  projeter  toutes  les  forces  sur  un  plan 
perpendiculaire  à  la  direction  donnée  ;  la  droite  passant  par 
le  centre  de  ces  forces  (B,  6)  parallèlement  à  la  direction 
donnée  sera  l'axe  cherché.  Excepté  le  cas  où  le  système  se 
réduisant  à  une  résultante,  on  voudrait  que  Taxe  fût  paral- 
lèle à  cette  résultante,  et  si  les  forces  avec  leurs  points  d'ap- 
plication étant  projetées  sur  un  plan  perpendiculaire  à  la 
résultante,  chaque  point  projeté  n'est  pas  le  centre  des  autres 
forces;  lorsque  pette  dernière  condition  existe,  on  peut 
prendre  pour  axe  toute  parallèle  à  la  résultante. 

Note.  Ces  belles  propriétés  ont  été  trouvées  par  M.  Min- 
ding,  et  sont  consignées  dans  trois  mémoires  allemands  in- 
sérés au  journal  de  H.  Crelle,  savoir  :  X1Y,  289, 1835;  XV, 
37  et  313, 1836;  ces  mémoires,  qu'on  étudie  avec  un  inté- 
rêt soutenu,  contenant  \T2  équations,  auraient  besoin  d'être 
considérablement  abrégés  pour  entrer  dans  notre  recueil. 
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Voici  une  idée  de  oe  travail  :  soit  m  système  de  forças  dans 
l'espace  appliquée  à  un  système  de  points  liés  entre  e*x  d* «ne 
manière  invariable  ;  concevons  les  forées  transportées  paral- 
lèlement à  un  seul  point  fite  où  elles  formeront  on  faifscetn  ; 
faisons  tourner  ce  faisceau  antoor  d'nn  axe  quelconque  pas- 
sant par  le  point  fite ,  (ensuite  mehoM  par  chaque  point  d'ap- 
plication une  parallèle  à  h  force  correspondante  des  fais- 
ceaux dans  sa  nouvelle  position,  conservant  même  intensité 
et  même  sens.  On  voit  que  le  mouvement  du  cor^s  que  pres- 
crit N.  Meebius  ne  diffère  pas  de  celui  des  forces  que  prescrit 
M.  Miudiog.  Voici  maintenant  quelques  propriétés  déoss- 
veHes  par  H.  Minding  et  non  mentionnées  par  M.  MoAMh. 

1°  Prenons  dans  le  plan  central  trois  centras  cmjïçuêêit 
forces  parallèles  et  irois  résultantes  qui  agissentenœs  point; 
transportons  ces  trois  résultantes  eu  grandeur  et  en  dttec- 
tion  en  un  point,  on  aura  les  trois  arêtes  d'an  tétraèdre  ;k 
volume  de  ce  tétraèdre ,  multiplié  par  l'aire  du  triangle  fri 
a  pour  sommet  les  trois  centres,  est  un  produit  constant. 

2°  Si  les  trois  centres  sont  sur  une  même  droite,  alors  «bas 
le  mouvement  de  rotation  les  trois  centres  restent  fixes  et  ks 
résultantes  tournent  autour. 

3*  Si  les  trois  centres  se  confondent,  le  système  se  rédtat 
à  une  résultante  qui  passe  par  ce  point  dans  tous  les  mouve- 
ments de  rotation. 

4*  Soit  un  système  de  forces  dans  l'espace,  ni  en  équi- 
libre ni  réductible  à  un  couple  ;  il  existe  une  infinité  de 
mouvements  de  rotation  qui  amènent  le  système  à  avoir  nae 
résultante  ;  toutes  ces  résultantes  passent  par  une  ellipse  et 
une  hyperbole  ayant  le  point  central  pour  centre  commua, 
et  dont  les  plans  sont  perpendiculaires  entre  eux  et  sur  le 
plan  central;  les  foyers  d'une  de  ces  coniques  sont  les  som- 
mets de  l'autre. 
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NOTE 

sur  une  propriété  des  centres  des  courbes  algébriques 
(V.  t.  II ,  p.  210,  et  t.  V,  p.  228), 

PAR  M.  BHZTOV  (  DS  CHAMP  )  v 

Ingénieur  des  ponts  et  chaussées. 


On  démontre  facilement  que  si  deux  cordes  d'une  section 
ootrfqoe  se  coupent  mutuellement  en  deux  parties  égales , 
leur  point  d'intersection  est  le  centre  de  la  courbe.  Cette  pro- 
priété est  susceptible  de  généralisation ,  comme  il  suit. 

Théorème.  Si  m  droites  se  coupent  en  un  point  dans  le  plan 
Hune comrite  algébrique  de  degré  m,  et  que  leurs  rencontres 
9&ifefc  oit  imaginaires  avec  la  courbe  soient  distribuées  deux 
à  deux  û  égale  distance  de  ce  point ,  celui-ci  est  un  centre. 

En  effet ,  l'équation  de  la  courbe  que  je  suppose ,  pour  plus 
dé  facilité,  rapportée  à  des  axes  passant  parle  point  d'inter- 
section commun  des  m  droites ,  peut  être  mise  sous  la  forme 
rationnelle  et  entière  : 

m  représentant  l'ensemble  des  termes  de  degré  i  en  x  eiy. 
D'aptes  l'kypothèse  de  l'énoncé,  si  l'on  pose^  — a.r,  on 
pourra  trouver  m  valeurs  a',  a",  a'"...  de  a ,  qui  donneront 
des  valeurs  dé  x  égales  deux  à  deux  et  de  signes  contraires. 
Or  la  substitution  de  ax  à  la  place  de  y  transforme  l'équa- 
tion ci-dessus  en  celle-ci  : 

AmXm+An^iX^t+Am^2Xm^+...+^X9+AtX+U0==0  ; 

tm  le  coefficient  A»  de  x*  est  une  fonction  entière  de  a  ,  de 
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degré  i.  Pour  que  les  valeurs  de  x  qui  satisfont  à  celle  éqcur- 
tiou  soient  égales  deux  à  deux  et  de  signes  contraire»,  il  faut 
et  il  suffit  que  Ton  ait  Am_,  =  O,  Am-i=0,  A»— s  =0,  etc., 
c'est-à-dire  que  les  coefficients  des  termes  de  rang  pair  soient 
nuls  ;  mais  on  admet  que  cela  arrive  pour  m  râleurs  *\  *", 
u"  ..;  donc  les  équatioûs  Am-i  =0,  A«— 3=0...  qui  sont 
toutes  de  degrés  inférieurs  à  m ,  auraient  chacune  m  racines, 
<-e  qui  ne  peut  avoir  lieu  sans  que  tous  leurs  coefficients 
soient  nuls;  donc  les  fonctions  i4m-i ,  Km-s»  "m— s*.*  de  rang 
pair  sont  identiquement  nulles  dans  l'équation  de  la  courbe, 
ce  qui  est  la  condition  pour  que  l'origine  en  soit  le  centre. 

Remarques.  I.  On  peut  demander  quels  sont,  dans  le  plu 
d'une  courbe  algébrique  de  degré  m ,  les  points  par  lesqneb 
il  est  possible  de  mener  m — n  droites  jouissant  de  la  pro- 
priété dont  on  vient  de  parler,  c'est-à-dire  rencontrant  la 
courbe  symétriquement  à  des  distances  égales  de  ce  point. 

Le  raisonnement  ci-dessus  fait  voir  que  les  fonctions  de c 
de  rang  pair  Am_i ,  Am-3...  doivent  disparaître  lorsque  leur 
indice  est  moindre  que  m— n;  celles  qui  sont  d'un  degré 
plus  élevé  ne  disparaissent  point,  mais  s'annulent  pour  on 
nombre  m —  n  de  valeurs  de  «,  inférieur  à  leur  degré.  On 
peut  donc  les  mettre  sous  la  forme 

A*-,  =  **_,(<*_ a')(«-a")(«—  «'")... 


ai  étant  une  fonction  entière  de  a.  Or  a  =  -;  donc  J^~ , 


^...  sont  divisibles  par  (~A  ( j—  «")  (j  —  «"').••  î 


J*m-3 
X* 

donc  aussi  n»_i ,  um_s.. .  sont  divisibles  par  une  même  fonc- 
tion entière  et  homogène  des  variables  x,y. 

Par  conséquent,  la  condition  cherchée  est  que  les  poly- 
nômes um-x ,  iiM-3f  qui  ne  disparaissent  point,  admettent 
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m  commun  diviseur  do  degré  m— n.  Ce  commun  diviseur, 
égalé  à  0 ,  donne  les  m  —  n  droites ,  qui  se  comportent  comme 
si  l'origine  était  un  centre. 

Il  résulte  de  cette  théorie  que  de  chaque  point  d'une  ligne 
du  troisième  ordre  on  peut  mener  deux  droites  qui  rencon- 
trent oette  ligne  à  égale  distance  de  ce  point. 

II.  Le  théorème  ci-dessus  s'étend  aux  surfaces,  car  on  voit 
d'abord  que  si  d'un  point  on  peut  mener  m  plans  qui  coupent 
me  surface  de  degré  m  suivant  des  courbes  douées  de  contre, 
ce  pointes!  lui-même  le  centre  de  cette  surface. 

En  effet,  un  plan  quelconque  mené  par  le  point  dont  il 
s'agit  coupera  la  surface  suivant  une  courbe  de  degré  m,  et 
ses  intersections  avec  les  m  plans  donnés  se  trouveront  dans 
les  conditions  qui  forment  l'objet  de  cet  article  ;  en  d'autres 
termes ,  toute  section  plane  de  la  surface  sera  douée  d'un 
centre,  etc.  c.  q.  f.  d. 

Mais  il  y  a  plus  :  on  peut  se  demander  combien  de  droites 
menées  d'une  manière  quelconque  par  un  point ,  dans  ces 
mêmes  conditions,  sont  nécessaires  pour  que  la  surface  ait 
un  centre. 

Considérons  l'équation  aux  trois  variables  x ,  y,  z. 

**m+  ««-à  +  ...  +  «,+  ut  +  0  =  0 , 

où  tii  est  un  polynôme  homogène  et  entier  de  degré  i  en  x, 
yfz.  Posons  ^=r6jr,  z=7^,  nous  aurons  : 

Amzm+Am-lxm~+...+A,x9+Atx+uo  =  0, 

A»  étant  une  fonction  de  6  et  de  7.  Il  est  nécessaire  et  il  suffit 
que  les  systèmes  donnés  de  valeurs  de  6  et  de  7  soient  tels 
que  les  coefficients  de  celles  de  ces  fonctions  qui  sont  de  rang 
pair  ne  puissent  différer  de  0. 
Or  A«_  1 ,  qui  est  du  degré  le  plus  élevé ,  renferme  au  plus 

m(m+1>  coefficients  ,•  si  donc  on  a lwtm+     droites  qui  ren- 
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contrent  la  surface  comme  si  l'origine  était  au  centre,  c'est- 
à-dire  m  *~  systèmes  de  valeurs  de  6  et  de  7  qui  annulent 
A*-.â ,  JLm-i ,  A*-« ,  etc.,  <ra  ai^ra,  poqr  déterminer  ch*c*n 
des?^JLj.  coefficients  de  Am_â,  autant  d'équations  du 

premier  degré,  lesquelles  seront  satisfaites  en  général  en 
égalant  à  0  tous  les  coefficients ,  et  ne  pourront  l'être  d'au- 
cune autre  manière.  A  plus  forte  raison  en  sera-t-il  0e  même 
des  coefficients  moins  nombreux ,  de  A*_3 ,  A»_«,  etc. 

Donc        J*"     est  le  nombre  cherché. 

On  suppose  ici  tacitement  que  les  équations  A»,,i=Q, 
Am_3=0 ,  etc.,  ne  rentrent  pas  les  unes  dans  les  autres,  <* 
que  les  systèmes  de  valeurs  de  g  et  7  sont  en  dehors  des  condi- 
tions toutes  particulières  qui  pourraient  faire  tomber  en  dé- 
faut le  raisonnement  employé. 

Pour  fixer  les  idées ,  regardons  €  et  7  comme  les  coordon- 
nées d'un  point.  Déterminer  les  — ^ — -  coefficients  dei 

2 

Am_i,  c'est  faire  passer  une  courbe  du  degré  m — 4  par 

m(m-J-l)                                                                m  (m -fi) 
points  donnés.  Or  nous  savons  que 1 

points  suffisent;  donc,  si  le  point  qui  est  assigné  au  delà  dft 

ce  nombre  ne  se  trouve  pas  sur  la  courbe  qui  passe  par  les 

ni(m+i)      M  m  . 

^ — '  —  1  premiers,  tous  les  coefficients  seront  nais. 

Aux  polynômes  Am-s,  A*_5  correspondraient  des  groupe» 

mitn.  1   \\   ' 

de — -points,  comme  pour  A«i_i;  à  plus  forte  raison 

les  coefficients  seront-ils  nuls  pour  ces  polynômes. 
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QUESTION  PROPOSÉE 

concours  d'admission  à  F  École  normale  en  1847 
(Voir  VI,  406). 

PAR   M.  JUBÉ    (SUOiVS), 
Professeur  au  lycée  deStint-Omer. 


On  donne  sur  un  plan  un  nombre  quelconque  de  points 
À,  B,  C... ,  par  une  origine  Gxc  O  choisie  à  yokmté  sur  ce 
plan,  on  mène  un  nombre  infini  de  droite»,  el  sur  chacune 
d'elles  on  porte  une  longueur  OM  réciproquement  propor- 
tionnelle à  la  racine  carrée  de  la  somme  des  carrés  des  per- 
pendiculaires abaissées  sur  cette  droite  des  différents  points 
À,  B9  C..... 

On  demande  : 

V  Le  lieu  des  points  M  obtenus  de  cette  manière  ; 

2»  S'il  est  toujours  possible,  les  points  A,  B,  G...  restant 
fixes,  de  choisir  l'origine  O  de  telle  sorte  que  ce  lien  devienne 
une  circonférence; 

3#  Examiner  si  la  courbe  cherchée  est  toujours  fermée 
pour  toutes  les  positions  du  point  O  ; 

4*  Lorsque  cela  a  lieu ,  trouver  où  le  point  O  doit  être  placé 
pour  que  les  points  A,  B,  C...  restant  fixes,  l'aire  totale  soit 
la  plus  grande  possible. 

1°  Prenons  pour  axes  deux  droites  perpendiculaires  passant 

par  le  point  O,  et  nommons  (x>,ï),  (*",y'),  (o^y")...  les 

coordonnées  des  points  donnés  A,  B,  C  ....  L'équation  d'une 

droite  OM  sera  ,r=*r,  et  la  longueur  de  la  perpendiculaire 

y— *r' 
abaissée  du  point  A  sur  cette  droite  sera  ±  *  Celles 


VTP 
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dos  autres  perpendiculaires  auront  des  expressions  analogues, 

do  sorte  que  OM  =     _ 

Mais  OM=  |/V+y  et  a=-,  ce  qui  donne  pour  équa- 

x 

tîon  du  lieu  cherché  • 

(yx-^rxy+(y>x-.:rx>'y+ «  1  f 

ou  bien 

équation  d'une  ellipse. 

2*  Si ,  au  lieu  de  mener  les  droites  OM  du  point  O,  on  les 
menait  d'un  autre  point  O  ayant  pour  coordonnées  a  et  6ptr 
rapport  au  système  d'axes  précédents,  on  trouverait  In  même 
équation  dans  laquelle  y\  y...  et  x1,  x"...,  seraient  rem- 
placés par  y— &,y'— ô...ct  x'— a,  x7— a...,  de  sorte  que 
l'équation  du  lieu  serait  alors 

*,[(y-*),+(yf-»^-o+^[(^^r+(ii,,+«r...i- 

-aay[(j/— a)ty— 6)...]=f. 
Ce  lieu  pourra  donc  être  une  circonférence ,  si  l'on  peut 
disposer  de  a  et  b  de  manière  à  avoir 

^        iy-*K*f-*)+(y— *)(*"— «)-.. =o; 

ou  bien  en  nommant  X  et  Y  les  coordonnées  du  centre  de 
gravité  des  points  donnés  considérés  comme  d'égal  poids,  et 
faisant  pour  abréger  y -hr"\..  =  sy\  *'+*,f,-..==sX«fi 
et  x'y+x"y..m  =  ury,  et  désignant  par  n  le  nombre  des 
points  A,  B,  C..., 

et  nab—2nXb—2n  Ya+tofy  =  0. 

Or,  si  dans  chacune  do  ces  équations  on  considère  aeib 
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comme  coordonnées  courantes,  chaque  équation  ci- dessus 
appartient  à  une  hyperbole  équilatère  ayant  pour  centre  le 
point  (X,  Y) ,  et  ces  deux  courbes  se  rencontrent  en  deux 
points ,  puisque  les  axes  de  l'une  sont  parallèles  aux  asymp- 
totes de  Vautre.  Donc,  en  prenant  pour  a  et  b  les  valeurs 
des  coordonnées  de  l'un  ou  de  l'autre  de  ces  points ,  et  y 
mettant  l'origine  des  droites  OM,  le  lieu  cherché  sera  une 
circonférence. 

3*  Si  les  points  A,  fi,  G.. ,  étaient  en  ligne  droite  et  que  l'o- 
rigine des  droites  OM  fût  prise  sur  cette  droite ,  en  prenant 
l'axe  des  y  parallèles  à  cette  ligne,  on  aurait  jt7— a  =  0, 
x" — n=0...,  d'où 

^[i/-4),+tr,,-*r.-.]=-ï 

pour  équation  du  lieu  cherché,  qui  dans  ce  cas  se  réduirait 
à  deux  droites  parallèles  à  celle  des  points  A,  fi,  C... 

4°  Ajr%-\-Bxy+Cx*=  t  étant  l'équation  d'une  ellipse  rap- 
portée à  des  axes  rectangulaires ,  si  on  la  rapporte  à  ses  axes 

4 

a\  V  on  aura ,  comme  on  sait,  a'*bn=  TTF — —  ;  et  pour 

4Ad— o 

que  Taire  de  l'ellipse  ou  na'b'  soit  maximum ,  il  faut  que 

4AC— B*  soit  un  minimum. 

Or,  en  supposant  que  l'origine  des  coordonnées  est  aussi 

celle  des  droites  OM,  nous  avons  obtenu  pour  le  lieu  cherché 

l'ellipse  ayant  pour  équation 

Prenons  pour  cette  origine  le  centre  de  gravité  des  points 
A,  B,C...;  alors y-hr,'...=0,jc'+a:',...=0.  Si  l'origine  des 
droites  OM  avait  été  un  autre  point  ayant  pour  coordonnées 
a  et  *  par  rapport  au  système  précédent  d'axes  coordonnés , 
on  aurait  trouvé 

ARM.  Dl  M  ATI  ta.  VII.  13 
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ou  bien 

x'{iyt+nb%)+S(2x>9+nat)--2xy(Zx'y+nab)=i . 

L'expression  *AC— F  se  trouve  être  alors 

£xy+nX(W-  ayJ-(Zx'ÏY. 
En  désignant  par  £[(&*'— «y)*]  la  somme 
(bx*-ayy+(bx"-«yn)% , 

cette  expression  est  minimum  pour  x*%y,  x",y.....  con- 
stants lorsque  aeib  sont  nuls.  Donc  la  courbe  correspondant 
à  l'aire  maximum  sera  celle  qu'on  obtiendra  en  prenant  pour 
origine  des  lignes  OM  le  centre  de  gravité  des  pointa  donoéi. 
Note.  Cette  question  a  aussi  été  traitée  par  M.  P.  Serre*. 

SOLUTION  DE  LA  QUESTION  175  (t.  VII ,  p.  *5). 


étare  da  lycée  de  Versailles. 


La  courbe ,  lieu  géométrique  des  sommets  de  toutes  les 
paraboles  tangentes  à  un  cercle  donné  et  ayant  pour  foyer 
commun  un  point  fiie  sur  la  circonférence  du  même  cercle, 
a  pour  équation  entre  les  coordonnées  polaires  : 
i         i 

P  3  (Strebor.) 

f\g.  28.  Soient  O  le  centre  du  cercle  donné ,  et  F  le  point 
fixe,  foyer  de  toutes  les  paraboles,  prenons  pour  pôle  le 
point  F  et  pour  axe  polaire  la  droite  FO;  considérant  use 
de  ces  paraboles ,  soit  A  le  point  où  elle  est  tangente  au 
cercle;  on  connaît  donc  ce  foyer,  une  tangente  et  sot* point 
de  contact  ;  il  est  par  suite  facile  de  déterminer  le  i 
de  la  parabole. 
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Joignons  en  effet  FA ,  roeeon*  AC,  faisant  avec  Ax  on 
angle  égal  à  l'angle  OAC,  par  le  point  F  menant  DF ,  paral- 
lèle à  ÂC,  on  aura  l'axe  ;  abaissait  KF  perpendiculaire  sur 
Dx ,  et  menant  KB  perpendiculaire  sur  DF,  B  sera  le  sommet; 

Désignons  la  distance  BF  par  p  et  l'angle  BFz  par  *  j  m 
exprimant  que  AF=sDF,  on  arrive  facilement  à  Féqpatiôn 
du  lien.  Du  point  O ,  abaissons  OG  perpendiculaire  «or  Aï|v  > 
le  triangle  rectangle  FGO  donne  •    - 

FG=FOcos^ 
car  OFG=GFK=KFDs=:^ 

par  suite  FA = <*cos^ , 

d  désignant  le  diamètre  du  cercle.  D'un  autre  côté  le  trian- 
gle rectangle  DKF  donne  : 

PXDF  =  KF2, 
mais  KF=-£-^ 

^ooe  DF=-£-. 


cos- 
3 


Ainsi  l'équation  du  lieu  est  : 


eu  bien  p=rfcoe3|. 

Je  profite  de  cette  occasion,  pour  faire  remarquer  demi 
fautes  qui  existeot  <Uw  le  premier  volume. 
Pige  4M>  ligne  11  en  remontant ,  on  lil* 
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«  L'équation  générale  étant  rapportée  au  centre  /ont,  par 

k 
la  résolution  de  l'équation,  2Gr-f  B^=0;  y— — ;  système 

m 

de  diamètres  conjugués  dont  le  second  est  parallèle  à  l'axe 

dm  x.  » 

Le  système  de  diamètres  conjugués  est  représenté  par  tes 

équations  : 

2Cx+Br==0etr  =  0. 

Enûo  page  494 ,  l'équation 

m3sin>,~4LN[3msina7— 4^]/*— 4L*sint7=0 

n'est  pas  eiacte ,  il  faut 

m'sinV+U^N'  +  Smsin^u— 4L*sin<7=0. 

Noie.  MM.  Mention  et  Paul  Serret  ont  donné  la 
solution  du  problème  1 75 . 


NOTE 

sur  un  théorème  de  la  théorie  des  propriétés  projectives 
de  M.  Poncelet , 

PAR  M.  PAUL  SSHRBT 


1.  Le  théorème  dont  il  s'agit  est  le  suivant  : 
Théorème.  Si  deux  des  côtés  AB ,  AC  d'un  Iriangle  ABC 
inscrit  à  une  conique,  pivotent  constamment  autour  des 
points  fixes  P,  F,  le  troisième  côté  BG  enveloppera  une  co- 
nique doublement  tangente  à  la  proposée,  suivant  la  droite 
PP*  des  pivots. 

Remarquons  d'abord  que  ce  théorème  est  fondamental 
dans  l'ouvrage  de  M.  Poncelet ,  en  ce  sens  qu'il  sert  de  base 
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aux  belles  propositions  de  l'auteur  sur  l'enveloppe  du  côté 
libre  d'un  polygone  inscrit ,  dont  les  autres  côtés  pivotent 
autour  de  points  donifés ,  etc.,  et  à  son  théorème  si  remar- 
quable sur  les  polygones  à  la  fois  inscrits  à  une  conique  et 
circonscrits  à  une  autre. 

Cette  observation  montre  donc  qu'il  n'est  pas  inutile  de 
démontrer  ce  théorème  pour  tous  les  cas.  Or,  la  démonstra- 
tion de  ce  principe  qui  se  trouve  dans  l'ouvrage  ci-dessus  ne 
s'applique  qu'au  cas  où  la  droite  PP'des  pivots  ne  couperait 
pas  la  conique  (C)  ;  car,  si  la  droite  PP'  coupait  la  conique  (C) , 
on  ne  pourrait  plus  projet  ter  la  figure  de  manière  que  dans 
la  projection  la  droite  PP'  fût  emportée  à  l'infini,  et  la  co- 
nique (G)  remplacée  par  un  cercle,  caria  conique  de  projec- 
tion serait  toujours  une  hyperbole  ;  mais  on  pourra  toujours, 
dans  ce  cas,  faire  que  la  droite  PP'  étant  emportée  à  Tin- 
fini  dans  la  projection ,  la  conique  (G)  soit  projetée  suivant 
une  hyperbole  équilatère,  et  l'on  aura  alors  dans  la  projec- 
tion un  triangle  abc ,  inscrit  dans  une  hyperbole  équilatère 
et  dont  les  côtés  ab ,  ac  sont  respectivement  parallèles  à  des 
directions  données.  Si  donc  nous  prouvons  que  l'enveloppe 
du  troisième  côté  bc  dans  la  projection  est  une  hyperbole  ayant 
les  mêmes  asymptotes  que  la  première,  comme  deux  hyper- 
boles ayant  mêmes  asymptotes  (et  d'ailleurs  conjuguées  ou 
non  conjuguées)  se  projettent  toujours  suivant  deux  coni- 
ques ayant  un  double  contact  réel  suivant  la  droite  projec- 
tion de  celle  à  l'infini  du  premier  plan ,  le  théorème  actuel  sur 
l'enveloppe  du  côté  BC  dans  la  figure  primitive  sera  dé- 
montré. 

Démontrons  donc  la  proposition  auxiliaire  dont  il  s'agit  : 

{Fig.29)  II.  Théorème.  Un  triangle  ABC  est  inscrit  dans 
une  hyperbole  quelconque;  les  deux  côtés  AB  ,  AC  sont  con- 
stamment parallèles  à  des  directions  données  ;  le  troisième 
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•côté  BC  enveloppera  une  seconde  hyperbole  ayant 
asymptotes  que  la  première.  -  ■■* 

Démonstration.  Soient  ay=A'  l'équation  de  la  combe; 
A(«,G)  un  de  ses  points,  dont  l'égalité  (1)  «6=4*;  m,  ir  h* 
coefficients  angulaires  respectifs  des  côtés  AB,  AC;  x,,^,, 
x0<r,  les  coordonnées  des  deux  points  B,  C,  on  a  : 

pour  l'équation  de  AB, y  =  mx+S— mx; 
d'Où  mx*  +  (6  —  ma)*  —  Jt*  =  0, 

d'où 

_ma—6±j/(ma—  6)a  +  4ro«6_  ma- 6=fc(m«+<) 

*~  2m  ""  Sut 

d'où  B  [■*.=  — -î  ^.=— OTa Jî 

de  même  C  I  x,= ;  jr,=  — »«|. 

Soient  X,  Y  les  coordonnées  du  point  0  milieu  de  la  corde 
BC,  on  aura: 

0rX-:-.it»C;y=-=±2.1 
L  2ron  2       J 

d'où  l'on  tire  : 

XY=^±^«6  =  i^±îi:*V  (2) 

4/ft/i  4/7in 

Ce  qui  montre  que  le  lieu  des  milieux  des  côtés  BC  du  trian- 
gle ABC  est  une  hyperbole,  ayant  mômes  asymptotes  que  1a 
proposée  ;  ou ,  ce  qui  revient  au  même,  que  le  côté  BC  est 
constamment  tangent  à  cette  même  hyperbole  qui  contient 
son  milieu  ;  d'ailleurs ,  sur  la  Ggure  comme  sur  l'équation  (2), 
on  peut  voir  que  l'hyperbole  enveloppe  du  côté  BC  peut  être 
conjuguée  ou  non  conjuguée  à  l'hyperbole  circonscrite  an 
triangle  ABC. 
Observation  L  Le  point  où  le  côté  BC  touche  son  enveloppe 
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est  constamment  en  son  milieu  0  ;  or  ce  point  0  s'obtient  en 
construisant  un  parallélogramme  sur  les  côtés  AB,  AC,  et 
menant  la  diagonale  do  point  A ,  diagonale  qui  coupe  BG  au 
point  cherché.  Getle  remarque  permettra ,  dans  la  figure  pri- 
mitive ,  de  déterminer  à  chaque  instant  le  point  où  le  côté 
libre  du  triangle  touche  son  enveloppe,  et  la  construction 
sera  exactement  la  même  que  celle  qui  est  employée  dans  le 
cas  où  les  hyperboles  co-asymptotiques  sont  remplacées  par 
des  cercles  concentriques. 

Obeervation  II.  Ce  dernier  théorème  et  l'observation  pré- 
cédente indiquent,  comme  on  le  voit,  deux  nouvelles  ana- 
logies aasex  remarquables  entre  le  cercle  et  l'hyperbole  équi- 
latère. 


DÉMONSTRATION  ANALYTIQUE 
de  l'identité  de  IVaring  (Voir  t.  IV,  p.  183). 

VAH.  M.  PAUL  ftXBBST. 


Identité.  Soient  n  quantités  quelconques  :  a„  a„at...an, 
on  a  l'identité  : 

+[at+an+ +o»-i)tf1l(al+a,+...+a*)===ailafl-i(ail+all.l)4- 

+(an+a%-i+ +a%)at(an+an-t+ +*.+*.)•    (*) 

Démonetration.  L'identité  est  évidente  pour  le  cas  de  /»=2  ; 
car  on  a  atat(at+at)  =  a^at(at+aj.  Donc  il  suffira  de  prouver 
que  si  l'identité  (1)  est  vraie  pour  n  quantités,  elle  sera  vraie 
aussi  pour  n+1  quantités  ;  ou,  en  d'autres  termes,  il  suffira 


de  prouver  que  si  l'égalité  (1)  existe ,  l'égalité  suivante 
existe  aussi  : 

*.*.(*,+*.)+(*.+«>,(*  .+*.+*  3)+- — + 
+(*.+*.+ +*»-i)0»(*.+ +**)+ 

Désignons  respectivement  par  P  et  Q  le  premier  et  le 
deuxième  membre  de  l'égalité  à  démontrer  (2). 

Or,  en  ayant  égard  à  l'égalité  (1) ,  on  peut  écrire  P  ainsi 
qu'il  suit  : 

Maintenant,  si  nous  développons  de  même  Q  par  rapport 
aux  puissances  décroissantes  de  an+t ,  nous  trouverons  : 

Q=a%+it(an+a*-l+..  .+at+at)+an+i  [âï+an-i(an+a»-t)+ 

Dans  P  et  Q  ainsi  développées ,  les  parties  indépendantes 
de  4*+!  sont  identiquement  égales ,  ainsi  que  les  parties  con- 
tenant le  carré  de  an+x  en  facteur.  Quant  aux  termes  de  Q 
contenant  *•+!  en  facteur  commun,  il  est  facile  de  voir  qu'on 
peut  écrire  leur  ensemble  sous  cette  forme  : 

£/!*'  représentant  la  somme  des  carrés  des  n  quantités  ax , 

an,  et  £.2<z«aft-i  représentant  la  somme  des  doubles  pro- 
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doits  de  ces  n  quantités  prises  deux  à  deux.  Mais  d'après  la 
composition  du  carré  d'un  polygone,  on  a  : 

{a%+a*-i+..  .-fa,)" = la  n'+Z.2anan-t . 

Donc  l'ensemble  des  termes  de  Q  contenant  0*4.1  en  facteur 
commun  est  identique  à  l'ensemble  des  termes  de  P  conte- 
nant le  même  facteur  ;  et  d'ailleurs  les  autres  parties  de  P 
et  Q  étant  les  mêmes,  on  a  l'identité  P=Q,  ou  l'égalité  (2). 
C.Q.F.D. 

Note.  Waring  parvient  à'cette  identité  à  l'aide  d'une  double 
expression  qui  donne  l'aire  d'un  polygone  inscrit  dans  une 
parabole.  Tra. 


NOTE 

f*      z^dz 
mr  Fintégrale  définie  \  »  — * ,  a  étant  > 0  et  <2n9 

PAR  M.  D2BMOXB , 

docteur  es  sciences  à  Sinsheim  (  Bade  ). 


Si  la  fonction  ^—^==<p(x)  jouit  des  propriétés  suivantes  : 

1°  Hr +*r),  *  étant  =  V~î  ,  est  0  pour  .r  «=  db  00 ,  quelle 
que  soit  la  valeur  de  y,  et  cette  même  quantité  est  0  pour 
y=  oo ,  quelle  que  soit  la  valeur  de  x. 

2°  Les  raciues  de  l'équation  -— =0  sont  absolument  les 

mêmes  que  celles  de  l'équation  F(x)=0;  on  sait  qu'on  a  alors, 

x,,  x.,  ...  xm  étant  les  racines  (imaginaires)  de  l'équation 
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F(x)=0,  pour  lesquelles  le  coefficient  de  i(=\/7)  est  po- 
sitif. Si  cette  équation  avaiteo  même  temps  les  racines  réelle» 
at ,  a% , ...  il  faudrait  ajouter  à  l'expression  précédente  : 


LFÛ)  +  FVj+'--J' 


F(x)  désignant,  comme  à  l'ordinaire,  la  fonction  dentée 
de  F(x).  (Y*  les  Leçom  de  calcul  intégral,  par  M.  Motgoer 
leç.  9  et  21.)  " 

Appliquons  maintenant  ce  théorème  à  l'intégrale  : 

supposant  f*>Oet  <4,  toutes  les  conditions  énoncées  ci-dessus 
seront  remplies.  Les  racines  de  l'équation  i  -{-x*-\-Jck=0 
sont  : 

cos^itisin-,    cosjzbisiny; 

donc  on  a  dans  ce  cas  : 

•r,=cos-+isin-,  ,r,=  —  cos-  +  isin-; 
3  3  3  3 

d'où  il  suit,  en  appliquant  le  théorème  général  : 


î 


i+JC*+X* 


(-tCOS3  +  S1P3)  (*COS3+S1P3) 

1C..1C         /         «      .  -.    ff\3  «IC..1C  / 

cos^+i  sin-+2  (  cos-H-tsin  -  )    — cos-H-i  sin- — 2  (  ( 

— -«ri  ' I _ L_ 


COS5- 


=wi   : - f 


L       2^2  2^     2    T 

[cos(n- t)g  - isinfc-1)?  cos(f*— l^+isindx—l)^"! 
_34-il/J  3+iV/â  J 
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=i^[l/3.  cosQ»-l)J--38im>-l)|]= 

=v7|[CM^-,/58l^-,)i] 

cosr 

Or  od  a  :  V/3  = ,  donc 

•  *"■ 

sin- 

6 

.TP^pr  =  ^rrwLC0S(ft-,)«wn6-s,n°'-,>6  C086j== 

r  3.  sîn— 

-LK-"i)  +H+»«v  Ji0î^-s= 

=[co8{tt_l)^-»8in(«-1)î+coe((*-1)|+t8in(u-l,|Jf 

d'où  enfin  • 

r   x^dx    _  «    sin\3      6/      >0 

2 
Supposons  dans  celte  formule  f*=2a,  ,r*=z,  on  aura  : 

donc 
3~17 


x^dx 

o  1+J^+JC4" 


jr*-|ir=j£«-*.r€£r:==z«-i — ,  donc 

2' 


2ir8mV3         3/       >0 


|/5       sina*  <2 

Pour  a  =  1 ,  le  second  membre  de  cette  équation  se  présente 
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sous  la  forme  -  ;  sa  valeur  se  trouve ,  au  moyen  des  for- 

mules  connues ,  c'est-à-dire .• 

3|/§ 


f. 


dz  Sic 


ce  qu'on  peut  aisément  vériOer  par  l'intégration  directe. 

Mettons  dans  la  formule  (1)  a=-(a^     J ,  *=x%  o» 
aura  *•—  ldz  =  nx«-~ ldx,  donc 


.    /w         ortt\ 
f*     x*-*dx      _     2ic  SIDV3""3n/ 


I/o  .    air  <VI. 


Cette  formule  a  lieu  pour  n  entier  et  >  0 ,  et  même  pour  n 
fractionnaire  et  >  0 ,  pourvu  que,  dans  ce  dernier  cas,  on 
n'admette  pour  x",  x** ,  qui  sont  alors  des  puissances  frac- 
tionnaires, que  leurs  valeurs  positives  et  réelles. 

0 
Pour  a=n,  le  second  membre  de  l'équation  (2)  est  -,  sa 

valeur  est  alors ,  c'est-à-dire  : 

ZnVï 


dx  2* 


'+*"      3n\A 
Posons  dans  la  formule  (2)  —  au  lieu  de  x,  l'intégrale 

S*00    a*~ldx  f  *  x2n— ct"idx 

— , — =-: — ;=  se  transformera  en  \  — ; — m— — =;  donc  on  a: 
0  i  +  x'+x**  Jo  1  -f  x*+  x* 

0  |+j^+x»"  ""  Jo  l+^+x"1"  *<2/i;  J 

équation  qui  résulte  immédiatement  de  ce  qu'on  a  identi- 
quement : 
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.    air  .    (2n — «Yrc 

sin  —  sin- - 

n  n 

DîSërentions  l'équation  (2)  par  rapport  à  «,  nous  aurons  : 

C-x°~l\og(x)dx  _ 

[fit      «ir\   .    air  .         .    /*     arc  \        fticl 
C08(3-rJs,p7+38in(3-3it)CO87j     #1| 
as  '  ■  •  (4; 

3»V5  8in^ 

n 

$"&***  \oe(x)dx 
— i  «V  »» 

aura  tous  ses  éléments  finis ,  c'est-à-dire  tant  que  la  quan- 
lité  ijAJ+^T^^  s'évanouira  pour  • =0  ;  j:  pouvant 
varier  de  x=0  jusqu'à  x  ='oo. 
Or  il  est  évident  que  la  quantité  ,/~    ,n  est  finie  pour 

>0      _,        (^+0"-,log(x+i).«    >x 
x  ^     $  doncv^J       2    ^;     s'évanouit  pour  «=0, 

:  étant  ^ 

< 

quantité  : 


x  étant  ^    .  Supposons  donc  x  s=  0 ,  on  aura  à  discuter  la 


qui  est  évidemment  0  tant  que  x>0;  pour  a  =  oo,  on 

1 
pourra  supposer  x-ft  =-,  et  on  aura  •. 

qui  sera  0  pourvu  qu'on  ait  a<2/z.  Il  résulte  de  ces  consi- 


déralions  que  la  formule  (4)  a  lieu  pour  «  ^~  »  c'ett-à-dirt 

sous  les  mômes  conditions  que  l'équation  (S)  d'où  elle  dé» 
rive. 
La  formule  (3)  donne ,  en  différentiant  pfr  rapport  i  a: 

f  "*"»-«-'  l(*(x]dx_rx«-i  logjx)dx     >0 
)o      1 +**+*"         J.    i+x*+x~  '*<*!.      w 
Pour  n=«,  on  tire  de  l'équation  (1)  : 

rx~-\0S{x)dx_       '  m 

)0T+x*+** ••  » 

Çmx~-'\oz(x)dx 
donc  la  formule  (5)  démontre  que  l'intégrale!     imx-S\^> 

>0 

change  de  signe  pour  «  =n;  elle  est  négative  pour  a  ^ 

positive  pour  a  ^*  ;  pour  a= /i ,  elle  passe  de  l'infini  né- 
gatif à  l'infiui  positif  f). 


EXTENSION  DU  THÉORÈME  161  (Voir  p.  114) 
de  flf.  Joachimtal  à  la  parabole. 


De  même  que  par  les  deux  autres  théorèmes  de  M.  Joa- 
chimstal,  l'énoncé  donné  n°  161  s'applique  à  l'hyperbole; 
mais  dans  la  parabole  il  n'a  plus  de  sens,  tandis  que  celui 
qu'on  lit  à  la  page  1 1 7  du  tome  VII  de  ces  Annales  s'applique 
parfaitement  à  cette  courbe.  Ainsi,  le  théorème  que  nous 
allons  démontrer  est  le  suivant  : 


O  On  obtiendrait  une  économie  de  temps,  en  publiant  un  recueil  de  toutes 
les  intégrales  définies  connues ,  de  leurs  relations  et  transformations ,  ainsi  que 
dos  transcendantes  périodiques;  le  tout  rangé  suivant  un  certain  ordre.  Lequel 
suivre?  Tm. 
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«  La  tomme  des  lignes  obtenues  en  projetant  les  longueurs 
de  deux  normales  comprises  entre  leur  point  de  concours  et 
les  points -où  elles  rencontrent  rectangufairement  la  parabole, 
mr  les  rayons  vecteurs  de  ces  points,  est  égale  à  la  corde  fo- 
cale parallèle  à  la  droite  qui  les  joint.  » 

1.  Soient  {x\y)  (x", /')  les  coordonnées  des  extrémités 
d'une  corde;  la  longueur  de  la  corde  focale,  parallèle  à  cette 

première,  est  x'-i-ar"H-2/H-^-  (p  est  le  demi-paramètre). 

C'est  le  résultat  d'un  calcul  simple. 

La  distance  du  sommet  de  la  parabole  à  une  tangente  est 
x'  cos  t ,  x1  étant  l'abscisse  du  point  de  contact,  i  l'angle  de 
la  normale  avec  le  rayon  vecteur. 

Les  coordonnées  du  point  de  concours  des  deux  normales 
aux  points  (x'y)  (x'Y) ,  sont  : 

2.  Ce  qu'il  s'agit  de  prouver,  c'est  que  : 

rV" 
n  cosi  +  n'  cos  ^  =  ^  +  ^'+2/1+^1. 

Pour  cela,  prenons  encore  les  puissances  des  points  A  et 
A'  par  rapport  au  cercle  décrit  snr  la  distapce  du  sommet  de 
la  parabole  au  point  N  de  concours  des  deux  normales, 
comme  diamètre. 

L'équation  de  ce  cercle  est  .r'— *x+y* — ftr  =  0;  donc 
les  puissances  sont 

Or,  il  est  aisé  de  voir  que  chacune  de  ces  puissances  repré- 
sente np„  n'p\  nji  étant  les  longueurs  AN,  A'N,  pt  et//  les 
distances  du  sommet  aux  deux  tangentes. 
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Ainsi 

Remplaçant  pt  et  p'  par  leurs  valeurs  a?  eos  î,  *r"  cos  *", 
on  aura  : 

n'  COS  *'=  .r"— a  +  2/>  — (5  .  ^, 
en  sorte  que 
/icosi  +  /i'cosi'=x'+a^—  2a  +  4p  —  (3.2/?^-. 

Mettant  par  a,(9  les  valeurs  qui  sont  écrites  plus  haut,  cette 
expression  devient  : 

jr'+x"_2p  —  2^—  2^-^  +  4^  +  ^"*"^'  = 
=  2/>  +  *'+  **+ — .  C.  Q.  F.  D. 

3.  Si  la  corde  devient  tangente  à  la  parabole ,  n  =  n'=\e 
rayon  de  courbure. 

/ 
Et  alors  2/t  cos  i  =/,  n  =  .  (/est  la  longueur  de  la 

JL  COS  * 

corde   focale  parallèle  à  la  tangente)   ou    bien   comme 

*4  =  -^-t:,  «=-^to  expression  connue  de  la  valeur  du 
2     cos*  cos3*       r 

rayon  de  courbure. 

Si  Ton  prend  trois  points  tels  que  les  normales  en  ces  points 
concourent,  la  proposition  énoncée  au  haut  de  la  page  118 
n'est  pas  vraie. 

On  peut  d'ailleurs,  comme  pour  l'ellipse,  calculer  la 
somme  des  projections  des  longueurs  normales  sur  les  rayons 
vecteurs  correspondants. 
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NOTE  SUR  LES  ROSETTES, 


Professeur  à  l'école  d'artillerie  à  Toulouse. 


J'ai  donné,  dans  an  mémoire  lu  à  l'Académie  de  Toulouse, 
diverses  propositions  parmi  lesquelles  j'ai  énoncé  un  théo- 
rème qui  n'est  qu'une  extension  facile  du  théorème  de 
M.  Babinet.  Je  viens  de  lire  dans  les  comptes  rendus  de  l'In- 
stitut que  M.  Breton  [de  Champ]  (8  mai ,  p.  494)  avait  fait 
des  recherches  analogues.  Je  vous  prie  d'insérer  la  note  sui- 
vante ,  que  je  vous  avais  déjà  envoyée  en  décembre  1847. 

1*  M.  Babinet ,  dans  un  des  derniers  numéros  des  comptes 
rendus  de  l'Institut ,  a  énoncé  le  théorème  suivant  (27  septem- 
bre 1847,  p.  441)  : 

«  Si  par  un  point  d'une  surface  courbe  quelconque  on 
»  mène  une  normale,  et  par  cette  normale  m  plans  de  section , 

»  faisant  des  angles  dièdres  successifs  égaux     t  <  i:  n  à  — ,  la 

•  somme  des  courbures  des  sections  normales  au  point 
»  que  l'on  considère,  élevées  chacune  à  la  puissance  —  1, 
»  sera  égale  à  une  constante  multipliée  par  le  nombre  m  des 
»  sections.» 

Ou  peut  donner  à  ce  théorème  l'extension  suivante  :  «  La 

•  somme  des  puissances  — p  des  rayons  de  courbure  des  m 
»  sections,  sera  encore  une  constante  multipliée  par  m ,  si 
»  2p<C*n  ;  p  est  entier.  » 

2°  «  Si  à  partir  du  pied  de  la  normale  à  la  surface ,  on 
»  prend  sur  chaque  courbe  des  sections  normales  un  arc  in- 

Akk.  de  Math«m.  VU.  14 
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>»  Animent  petit  ds,  et  si  par  le  point  extrême  de  chacun  de 
»  ces  arcs  égaux,  on  mène  une  normale  à  la  surface,  chaque 
»  normale  fera  avec  la  section  qui  passe  par  son  pied  sur  la 
»  surface  un  angle  inGniment  petit  de  Tordre  ds;  cela  posé, 
»  la  somme  des  puissances  p  de  tous  ces  angles ,  ou  de  leurs 
»  sinus,  sera  une  constante  multipliée  par  le  nombre  des 
»  sections.  »  (Ce  qu'on  déduit  d'un  théorème  de  M.  Ber- 
trand ,  journal  de  M.  Liouville,  t.  IX,  p.  133, 1844.) 

Des  théorèmes  semblables  en  grand  nombre  se  i 
trent  dans  la  théorie  des  sections  coniques.  Ainsi,  par  < 
pie ,  si  par  le  centre  d'une  ellipse  on  mène  des  rayons  quel- 
conques terminés  à  cette  courbe,  faisant  deux  à  deux  def 

2it 

angles  égaux  à  —,  on  trouvera  que  la  somme  des  puissances 

—  2p  de  ces  rayons  vaudra  une  constante  multipliée  parleur 

nombre  si  2p  <  m. 

Si ,  au  lieu  des  rayons  de  l'ellipse,  on  considère  la  longueur 

des  perpendiculaires,  abaissées  du  centre  sur  les  tangentes  et 

2ic 
faisant  entre  elles  successivement  des  angles  — ,  la  somme 

des  puissances  2p  de  ces  perpendiculaires  vaudra  une  con- 
stante multipliée  par  m. 

De  la  même  manière  on  verrait  que  la  somme  des  puis- 
sances —p  des  cordes  de  l'ellipse  menées  par  un  foyer  et 

271 

faisant  deux  à  deux  des  angles  — ,  est  une  constante  multi- 

m 

pliéepar  m\  2/?<m. 

Un  théorème  analogue  aurait  lieu  pour  une  courbe  du 
degré  2m ,  dont  l'équation  devient 

(j^+y  )•+  A-r'^-f  Bx>w"4+ . . .  +  Sx%+  U  =  0 , 
2ir 

en  menant  sous  des  angles  —  des  rayons  du  centre  à  la 

m 

courbe. 
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Nèêt.  IfetM  dirons  derechef  (voir  t.  IV,  p.  183)  qu'il  y  a 
qttalre-vingl-sîxansqaeWaringadoDnélathéoriecomplètede» 
rosette.  Voici  le  titre  inextenso  de  son  ouvrage  :  Proprietates  al- 
gebraicarum  curvarum  ab  Edwardo  Waring.  M.  D.  matbeseos 
professore  Lucasiano,  cantab.  regin»  societatis  et  bononiensis 
scientiarum  academiœ  socio,  Cantabrigiœ,  MDCCLXXII , 
in-4#,  XI ,  123 ,  7  planches.  Mais  la  première  édition  est 
de  1762.  Ce  petit  volume  renferme  les  grandes  théories ,  les 
propriétés  générales  des  courbes  algébriques  exposées  sui- 
vant la  véritable  méthode  cartésienne,  qui  ne  consiste  que 
teis  l'application  des  théories  équationnelles  aux  lignes  géo- 
métriques et  ce  qui  contraste  si  fortement  avec  tant  de  pro- 
ductions modernes ,  volumineuses  minuties  dont  la  grosseur 
rappelle  l'embonpoint  fallacieux  des  hydropiques.  Or,  après 
atoir  donné  la  théorie  segmentaire  des  sécantes ,  celle  des 
diamètres  de  divers  genres  avec  leurs  enveloppes,  des  centres 
avec  leurs  lieux  géométriques ,  la  théorie  des  sous-tangentes, 
les  asymptotes,  les  moyens  si  féconds  de  transformation,  etc., 
Waring  pose  ce  problème  ;  il  est  le  1 5ém*.  Étant  donnée  l'équa- 
tion de  degré  n  d'une  courbe,  si  de  l'origine  on  mène  des  rayons 
vecteurs  divisant  une  circonférence  décrite  de  cette  origine 
comme  centre  en  p  parties  égales,  trouver  une  équation  qui 
ait  pour  racines  les  p  rayons  vecteurs.  La  solution  de  ce  pro- 
blème qu'il  donne,  renferme  implicitement  toute  la  théorie 
des  rosette*.  En  effet,  toute  courbe  algébrique  a  pour  équation 
polaire  une  expression  ordonnée  suivant  les  puissances  du 
rayon  vecteur  ayant  pour  coefficients  des  lignes  trigonométrf- 
ques  de  l'argument  $  pour  une  valeur  donnée  de  l'argument  », 
on  trouve  la  valeur  correspondante  des  fonctions  symétriques 
de  p  en  fonction  des  mêmes  lignes  trigonomé triques,  et 
l'argument  croissant  en  progression  arithmétique,  comme  il 
arrive  cjau»  les  rosettes,  on  sait  évaluer  la  somme  de  cet 
progressions.  Toutes  ces  évaluations,  traduites  en  géométrie, 
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fournissent  avec  une  extrême  facilité  des  théorèmes  ea 
nombre  infrai  comme  les  fonctions  symétriques  ;  c'est  un 
océan  sans  bords  (*).  Voici  les  propres  paroles  de  Waring. 
On  sait  qu'il  a  fondé  la  théorie  des  fonctions  symétriques 
dans  son  ouvrage  intitulé  :  Jileditationes  algebrakw,  ayant 
indiqué  diverses  applications  du  problème  XV ,  il  ajoute  : 
facile  deduci  possint  proprietates  curvarum  quœ  corres- 
pondent singulis  propositionibus  in  nostr.  inédit,  algeb. 
contente,  analytica  cum  problema  facile  in  geometrica  trmu- 
formari  possint  et  vice  versa  (p.  57).  Naguère  M.  Babinet 
a  annoncé  à  l'Académie  un  théorème  de  rosettes  sur  les 
rayons  de  courbure  des  sections  normales  à  une  surface,  et 
séance  tenante  M.  Duhamel  en  a  donné  la  démonstration. 
En  effet,  les  théorèmes  découverts  par  Euler  sur  ces  rayons 
de  courbure ,  sont  graphiquement  représentés  dans  les  mwS- 
catrices  de  M.  Dupin;  dès  lors  on  n'a  plus  affaire  qu'à  des 
rosettes  formées  par  des  demi-diamètres  dans  une  conique. 

Le  reste  de  l'ouvrage  de  Waring  est  consacré  aux  pro- 
priétés des  épicycloïdes,  à  la  manière  de  trouver  des  rectiO- 
ca lions,  des  rayons  de  courbure,  etc.;  des  propriétés  des 
surfaces,  des  courbes  à  double  courbure,  des  polygones 
inscrits  et  circonscrits  jouissant  de  quelque  propriété  maxi- 
mum et  minimum.  Le  théorème  XX  (p.  105),  si  je  l'ai  bien 
compris,  est  faux,*  il  vient  à  dire  que  deux  polygones  régu- 
liers d'un  même  nombre  de  côtés  inscrits  dans  une  ellipse, 
ont  le  même  périmètre.  Cette  égalité  ne  subsiste  que  pour  les 
aires. 

,  On  trouve,  p.  118 ,  l'énoncé  d'un  curieux  théorème  sur 
l'aire  d'un  polygone  inscrit  dans  une  parabole  conique,  et 
qui  montre  que  l'illustre  analyste  possédait  la  formule  qui 


(*)  M.  Chasles  vient  d'insérer  dans  les  Comptes  rendus  (  M  mai,  p.  5Si  )  ont 
foule  de  propriétés  de  rosettes. 
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exprime  l'aire  d'un  polygone  en  fonction  des  coordonnées, 
des  sommets.  Voici  le  théorème,  et  pour  fixer  les  idées, 
nous  prendrons  le  pentagone  ABCDE  inscrit  dans  une  [  ara- 
bolc  d'Apollonius  ;  projetons  les  sommets  orlhi  gonaîcment 
sur  une  droite  perpendiculaire  a  1  axe,  en  a,  //,  c,d9e:  alors 
Taire  du  poljgone ,  multipliée  par  le  double  du  paramétre 
principal,  est  égale  à 

ab.be. ac  -{-  ac.cd.ad  -{-  ad. de. ne , 
ou  bien  aussi  en  commençant  par  l'autre  bout  : 
ed.dc.ec-\-  ec.cb.eb-\-eb.ba.ea  ; 

c'est  l'identité  que  M.  P.  Serret  a  démontrée  analytique  ment 
(p.  199). 

Revenons  aux  rosettes.  M.  E.-F.  Auguste,  directeur  d'un 
gymnase  à  Berlin ,  est  auteur  de  ce  théorème  :  Dans  le  plan 
d'un  cercle,  on  forme  une  rosette  de  4n  +  2  rayons  terminés  à 
la  circonférence ,  la  somme  des  rayons  de  rang  pair  est  égale 
à  la  somme  des  rayons  de  rang  impair ,  quel  que  soit  le  rayon 
qu'on  prenne  pour  le  premier.  (Crelle,  p.  387,  1837.) 

En  établissant  une  autre  loi  d'accroissement  pour  V argu- 
ment que  la  progression  arithmétique ,  on  obtient  d'autres 
théorèmes.  Le  plus  célèbre  théorème  de  ce  genre ,  aussi  le 
premier  en  date  et  toujours  le  plus  utile ,  est  celui  de  Côtes, 
généralisé  par  Moivre. 

Ayant  communiqué  dernièrement  le  théorème  de  M.  Au- 
guste à  M.  Breton  (de  Champ),  l'excellcut  géomètre  l'a  ainsi 
généralisé: 

«  Si  dam  le  plan  d'un  cercle  on  construit  une  rosette  de 
»  4n-f-2  rayons  terminés  à  la  circonférence,  la  somme  des 
•  rayons  impairs  élevés  à  la  puissance  entière  quelconque  p,  est 
»  égale  à  la  somme  des  rayons  pairs  élevés  à  la  même  puissance , 
»  tant  que  l'on  a  p  <  4n-f-2 ,  p  étant  impair. 

»  Et  plus  généralement ,  pour  une  rosette  de  2n  rajons  ;  la 


—  214  - 

»  somme  des  puissances  p  de  ces  rayons  est  constante  lorsque  ceiie 
»  rosette  tourne  autour  de  son  centre ,  tant  que  l'on  a  p  <2fl; 
»  cette  somme  est  nulle  quand  p  est  impair.  (Le  mot  somme  est 
»  pris  ici  dans  le  sens  algébrique.) 

»  Cela  tient  à  ce  que  l'équation  du  cercle  exprime  x*-\-y 
»  en  fonction  d'un  trinôme  de  premier  degré  en  a: ,  y  \  il  est 
»  bien  entendu  que  le  théorème  de  Moivrc  est  l'instrument  de 
»  démonstration. 

»  Si  Ton  prend  une  courbe  dont  l'équation  soit  de  cette 
»  forme  : 

(xa-f  y')m+  ii2m-i  +  "2«-2  +  —  "2  +  "1  +  U0  =  0; 

•  ut  étant  an  polynôme  quelconque  entier,  rationnel  et  homo- 
»  gène  de  degré  i  en  .r ,  y,  on  a  les  mômes  propriétés  que  pour 
»  le  cercle ,  à  cette  seule  différence  près  que  le  degré  des  fonc- 
»  tions  qui  demeurent  constantes  comporte  d'autres  limites. 
»  La  lemniscate,  dans  laquelle  le  produit  des  distances  de  son 
»  point  à  deux  points  fixes  est  constant,  a  précisément  une 
»  équation  de  celte  forme  et  se  prête  à  des  énoncés  où  la  limite 
»  de  p  n'est  que  la  moitié  de  celle  du  cercle.  » 

THÉORÈMES  NOUVEAUX. 
Sur  le  quadrilatère  et  le  pentagone  inscrits  à  une  conique. 

FAR  M.  FAUX.  SEARXT. 


Théorème  1.  Soit  ABCD  un  quadrilatère  inscrit  à  une 
conique.  Avec  ses  quatre  sommets  pris  trois  à  trois,  on  peut 
former  quatre  triangles.  Soit  ABC  l'un  de  ces  triangles  ;  do 
sommet  restant  D  menons  trois  droites  conjuguées  aux  trois 
côtés  du  triangle;  elles  les  rencontrent  en  (rois  points  M, 
N ,  P  situés  sur  une  même  droite  L.  Faisant  la  même  con- 
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struelion  pour  chacun  des  trois  autres  systèmes  formés  d'un 
triangle  et  d'un  point,  nous  aurons  en  tout  quatre  droites 
telles  que  L,  or  ces  quatre  droites  se  coupent  au  même 
point  P. 

Théorème  IL  Soit  ABCDE  un  pentagone  inscrit  à  une 
conique;  avec  les  cinq  sommets  pris  quatre  à  quatre,  on 
peut  former  cinq  quadrilatères  inscrits  ;  dans  chacun  d'eux 
on  construit  le  point  P  du  théorème  précédent ,  ce  qui  donne 
cinq  points  P  ;  ces  cinq  points  P  sont  situés  sur  une  toéme 
conique  semblable  à  la  première  et  semblablemcnt  placée , 
le  rapport  de  similitude  de  la  1r#  à  la  2e  étant  celui  de  2  à  1 . 

Démonstration  du  Théorème  L 

I.  LnliB  I.  —  Théorème.  Pour  abréger  le  discours ,  bous 
appellerons  point  de  rencontre ,  dans  un  triangle  inscrit  à  une 
conique,  le  point  commun  d'intersection  des  trois  droites 
qui,  partant  des  sommets,  sont  conjuguées  respectivement 
aux  côtés  opposés.  —  Soit  ABC  un  triangle  inscrit  à  une  co- 
nique ,  0  un  point  quelconque  de  la  conique ,  et  H  le  point 
Ht  rtntontre  (par  rapport  à  la  conique  )  ;  par  O  menons  aux 
trois  côtés  du  triangle,  des  droites  conjuguées  les  rencon- 
trant en  trois  points  situés  sur  une  droite  L  ;  joignons  OH  ; 
I*  droite  L  passera  toujours  par  le  milieu  de  OH. 

Démonstration.  La  marche  que  je  vais  suivre  permettra  de 
démontrer  à  la  fois ,  par  un  même  calcul ,  et  le  lemme  actuel , 
et  le  théorème  déjà  démontré  (Y.  Annales,  II ,  268)  que 
les  trois  points  de  rencontre  des  droites  conjuguées  passant 
par  O  avec  les  côtés  du  triangle  inscrit ,  sont  trois  points  si- 
tués en  ligne  droite. 

Problème  (fig.  43).  Par  deux  des  sommets  B,  A  d'un  trian- 
gle ABC»  on  mène  aux  côtés  opposés  AC,  BC,  sous  des  direc- 
tions données  01,  n,  deux  droites  qui  se  coupent  en  H  ;  trouver 
sur  le  plan  du  triangle  le  Heu  des  points  O  tel  qu'en  menant 


—  216  — 

par  ce  point,  sous  les  mômes  directions  m,  w,  des  droites 
OA\  OB',  aux  côtés  AC,  BC,  et  joignant  AW,  cette  dernière 
droite  passe  par  le  milieu  de  OH. 

Solution.  Soit  O  (a,  6)  un  des  points  du  lieu  cherché; 
CA  =  â,  CB  =  6;  CA,CB  étant  pris  pour  axes  des x et  des 
y.  Soient  xnyt;  xt,  y%\  les  coordonnées  des  deux  poinb 
H  et  M  milieu  de  OH  ;  on  aura  : 

an-\-b  n{am-\-b) 


[n — m)oi-\-an-\-b        _  (n — m)  %-{-n(am-\-b)  I 
2(*-ro)        '  ^  2(n-m)  )# 

On  trouve  d'ailleurs  pour  l'équation  de  A'B*  : 

JA'B'i    (1)  (ma— 6j^+m(6— /i*).x=:(m«— €)  («—in). 

Exprimant  que  les  coordonnées  du  point  M  satisfont  à  Fé- 
quation  (1) ,  nous  arriverons,  en  simplifiant  et  en  divisant 
tout  par  le  facteur  /*  —  w ,  à  cette  équation  du  lieu  cherché  : 

(2)  y% —  2n  .  xy  -f"  mn .  x% —  by  —  ax  ==  0  ; 

donc  le  lieu  cherché  est  une  conique  circonscrite  ta  triangle 
ABC. 

Or,  je  dis  de  plus  que  les  droites  OA',  OB',  dont  les  direc- 
tions respectives  sont  m  et  n ,  sont  respectivement  conju- 
guées aux  côtés  AC ,  BC  par  rapport  à  la  conique  («) ,  lieu 
des  points  O. 

On  a  en  effet,  entre  les  directions  de  deux  droites  conju- 
guées par  rapport  à  une  conique  Ax'-f- ....  +  F  «  0 ,  la  re- 
lation (  1. 1 ,  p.  495  )  : 

*hpq  +  B{p-\-q)  +  X=0-9 
d'où  ^{2A/i-t-B}  =  —  \2C  +  Bp\  ; 

(Ton  ,7  — _-£_-! . 

1  2A/I  +  B 
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Faisant  dans  cette4onnule  p  =  0  pour  avoir  la  direction  de 
la  droite  conjuguée  à  Taxe  des  x,  ou  à  CA ,  nous  trouvons  : 

2G  2/im 

*  =  -_=__  =  *, 

Faisant  p  =  oo  pour  avoir  la  direction  de  la  droite  con- 
juguée à  CB  axe  des  ,r,  nous  trouvons  : 

B       2n 

Nous  avons  donc  ce  théorème  : 

Théorème.  Si,  par  un  point  O  quelconque  d'une  conique 
circonscrite  à  un  triangle  ABC,  on  mène  deux  droites  OA', 
OF  conjuguées  à  deux  des  côtés  AC9  BC  de  ce  triangle, 
qu'on  joigne  A'B'  ;  cette  droite  passera  constamment  par  le 
milieu  de  OH ,  H  étant  le  point  de  rencontre. 

Corollaire.  Abaissons  aussi  OC  conjuguée  au  troisième 
côté  AB.  On  verrait  de  même  que  la  droite  A'C  doit  passer 
par  le  milieu  M  de  OH  { car  CH  sera  conjuguée  à  AB}.  Donc 
le  point  G  se  trouve  sur  la  droite  A'M,  comme  le  point  B'. 
Donc  les  trois  points  A',  V,  G  sont  en  ligne  droite. 

C'est  le  théorème  t.  II ,  p.  268  ;  et  le  lemme  I  se  trouve  dé- 
montré. 

Observation.  Le  théorème  qui  fait  l'objet  du  lemme  I  est 
compris  implicitement ,  et  pour  le  cas  particulier  du  cercle 
seulement ,  dans  l'énoncé  d'un  théorème  de  M.  Steiner  sur  le 
quadrilatère  (Gergonne,  XIX,  38, 1828). 

2.  Lbmmb  II.  Soit  ABCD  un  quadrilatère  inscrite  une  co- 
nique ;  les  quatre  sommets  pris  trois  à  trois  donnent  quatre 
triangles  ABC,  ABD,  ACD,  BCD.  Soient  D ,  C,  B',  A'  ces 
quatre  points  de  rencontre.  Les  deux  quadrilatères  ABCD , 
WGff  sont  égaux  et  ont  leurs  côtés  homologues  parallèles. 

Démonstration.  Celle  de  M.  Mention,  t.  IV,  p.  654,  pour  le 
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cas  particulier  du  cercle,  s'applique  sans  aucune  modifkatioa 
au  cas  général. 

3.  Venons  maintenant  à  la  démonstration  du  théorème  I. 
Soient  Ld,  Le,  L6,  La  les  droites  L  relatives  aux  systèmes 

suivants  formés  d'un  triangle  et  d'un  point  :  ABC,  D  ;  ABD,  C  ; 
ACD,  B;  BCD,  A. 

D'après  le  lerome  I ,  la  d  roi  te  hd  passe  par  le  milieu  de  DD'. 
Id.  Le  id.  OC. 

Id.  U  id.  BB'. 

Id.  ha  id.  KM. 

Mais,  d'après  le  lemme  II,  les  deux  quadrilatères  ABCD, 
A'B'C'iy  ont  leurs  côtés  homologues  AB,  AW,  BC,  FC... 
égaux  et  parallèles,  et  d'ailleurs  de  sens  contraire;  donc,  à 
cause  dés  propriétés  connues  du  parallélogramme,  lesquatte 
droites  DD',  CC,  BB',  AAr  se  coupent  deux  à  deux  en  leur 
ififlieu  en  un  même  point  P  ;  donc  les  quatre  droites  Lrf,  14 
Le,  hd  passent  par  le  même  point.  G.  q.  f.  d. 

Observation  I.  Ce  point  P  est  le  centre  de  similitude  h- 
tette  des  deux  quadrilatères  ABCD,  A'B'C'D'. 

Observation  II.  11  est  toutefois  important  de  remarquer 
que  les  deux  quadrilatères  ABCD,  A'B'C'D'  seront  inverse- 
ment situés  ;  et  pour  cela  il  suffira  de  s'assurer  que  leurs 
côtés  homologues  AB ,  AB',  par  exemple ,  sont  de  sens  con- 
traire ;  ce  que  l'on  pourra  Taire  par  des  considérations  géo- 
métriques très-simples. 

Démonstration  du  Théorème  II. 

4.  Considérons  les  deux  quadrilatères  dont  les  soumets 

SOUl: 

A,B,C;  D;        et        A,B,C;  E. 

Soient,  pour  chacun  de  ces  quadrilatères,  •  et  S  les  pdiats 
P  du  théorème  précédent  ;  et  soit  H  le  point  de  rencontre  des 
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trois  droites  conjuguées  aux  trois  côtés  du  triangle  ABC  ; 
d'après  le  théorème  I  déjà  démontré,  le  point  t  sera  au  mi- 
lieu de  DH  -,  le  point  £  au  milieu  de  DH  ;  donc,  enfin ,  la 

4 

droite  t*  est  parallèle  à  DE  et  égale  à  -  DE. 

Soient  de  même  7,  6,  a  les  trois  autres  points  P  relatifs 
aux  autres  quadrilatères  formés  avec  les  sommets  du  penta- 
gone inscrit  ;  0*1  verra  de  même  que  .- 

Sy  est  parallèle  à  DC  et  égal  à  ^DC  ; 

■fi        id.         à  CB      id.        5CB; 

fa        id.         à  BA      id.       -BA; 

2 

on         id.         à  AC      id.        -  AC. 

2 

Dtfne ,  «nia ,  le  pentagone  aëyft  formé  avec  les  cinq  points  P 
ëfcseinq  quadrilatères  sera  semblable  au  polygorie  ABGDE  ; 
tfeé  dtM*  polygones  ayant  de  plus  leurs  côtés  homologues 
parallèles,  et  le  rapport  linéaire  de  similitude  de  «87*1  * 
ABGDE  étant  celui  de  1  à  2.  Donc  ce  pentagdné  «$?<&  pourra 
être  hncrit  dans  une  conique  semblable  à  la  conique  circon- 
scrite à  ABGDE  et  semblablement  placée  ;  le  rapport  de  si- 
ttriHtftde  de  cette  dernière  à  la  première  étant  celui  de  2  à  I . 
G,  4.  f.  d. 

5.  Tkévrême  III.  Soit  ABGD  un  quadrilatère  inscrit  à  Une 
contqtie.  Construisons  le  quadrilatère  A'B'C'D'  du  létatne  II  ; 
flsefà  insctiptible,  comtne  le  premier,  dans  une  cohiqae  bo- 
JnWbèHqad.  Des  points  A  et  A'  abaissons  refcpedivertient  des 
dhriteS  éotijuguées  aux  côtés  des  deux  triangles  corresjwrt- 
dàfcts  BGD  et  B'C'D'.  Les  six  points  d'intersection  de  chaque 
côté  avec  là  droite  conjuguée  correspondante  sont  six  points 
en  ligne  droite* 
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QUESTION  IV  {bis). 

Quel  est  le  plus  grand  angle  que  Von  puisse  inscrire  dans  m 
segment  donné  (tune  courbe  du  second  degré?  (T.  I,  p.  itt.) 


PAR  X.  BRETON  (BBCHAJOP  ), 
Ingénieur  des  ponts  et  chaussées. 


Solution.  Sur  la  corde  AB  (*)  du  segment  décrirons  use 
circonférence  qui  touche  la  courbe  en  M ,  il  est  visible  que 
l'angle  AMB  est  l'angle  cherché.  Car  tous  les  angles  inscrite 
dans  chacun  des  segments  de  cercle  séparés  par  cette  corde 
sont  égaux  entre  eux ,  et  tout  angle  ayant  son  sommet  inté- 
rieurement ou  extérieurement  est  plus  grand  ou  moindre. 
D'ailleurs  tous  les  points  du  segment  de  courbe  donné  sont  à 
la  fois  intérieurs  ou  extérieurs  au  segment  correspondant  de 
la  circonférence~tangente,  attendu  que  le  nombre  des  pointe 
communs  aux  deux  courbes  ne  peut  excéder  quatre ,  y  com- 
pris A  et  B.  Or  quand  un  arc  de  cercle  tangent  à  une  coni- 
que passe  de  l'intérieur  à  l'extérieur  de  celle-ci,  il  y  a  oscil- 
lation, ce  qui  équivaut  à  trois  points  communs;  donc  l'oscil- 
lation ne  peut  exister  qu'en  A  ou  en  B;  donc,  ce  cas 
excepté,  l'angle  AMB  est  maximum  ou  minimum. 

Construction.  Pour  déterminer  le  point  M,  je  rappellerai 
que  les  diverses  cordes  d'intersection  d'une  conique  avec  Us 
circonférences  qui  la  touchent  en  un  même  point  eent  parallèUs 
entre  elles  (**)  ;  de  plus ,  on  aperçoit  sans  peine  que  la  direc- 
tion de  la  tangente  commune  et  celle  des  cordes  d'intersection 


O  Le  lecteur  est  prié  de  rouloir  bien  faire  la  figure. 

(*•)  Voir  la  démonstration  de  cette  propriété ,  t.  II,  p.  75  et  wiv. 
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lont  symétriques  Tune  de  l'autre  relativement  aux  axes 
principaux.  Donc,  si  des  points  de  la  courbe  donnée  où  la 
tangente  est  parallèle  à  AB,  on  abaisse  des  perpendiculaires 
sur  ces  axes  et  qu'on  les  prolonge  d'une  longueur  égale  à 
elles-mêmes,  les  points  ainsi  obtenus  seront  les  sommets  des 
angles  maximum  ou  minimum. 

Discussion.  Les  sommets  ainsi  déterminés  seront  donc  les 
mêmes  pour  tous  les  segments  formés  par  des  cordes  paral- 
lèles entre  elles,  il  n'y  a  plus  qu'à  distinguer  les  cas  de 
maximum  et  de  minimum. 

Parabole.  Il  n'y  a  évidemment  qu'un  seul  sommet  d'angle 
maximum  ou  minimum.  Quand  ce  sommet  tombe  dans  le  seg- 
ment donné,  l'arc  de  courbe  est  renfermé  tout  entier  dans 
le  segment  correspondant  du  cercle  tangent  ;  l'angle  obtenu 
est  donc  un  minimum.  Il  est  au  contraire  un  maximum 
quand  ce  sommet  tombe  hors  du  segment  donné,  car  les 
branches  de  la  parabole  sont  nécessairement  extérieurs  au 
cercle  tangent. 

Hyperbole.  Les  sommets  obtenus  sont  toujours  sur  des 
branches  différentes. 

Pour  la  branche  à  laquelle  appartient  le  segment,  même 
conclusion  que  pour  la  parabole.  Pour  l'autre  branche , 
l'angle  obtenu  est  toujours  un  maximum. 

A  peine  est-il  besoin  de  faire  observer  que  la  construction 
ci-dessus  est  impossible,  si  les  extrémités  de  la  corde  qui  ferme 
le  segment  ne  sont  pas  toutes  deux  sur  la  même  branche. 

Ellipse.  Considérons  d'abord  le  cas  où  le  segment  donné 
est  une  demi-ellipse  terminée  à  un  diamètre  quelconque.  Si 
le  sommet  que  l'on  considère  tombe  dans  celui  des  angles 
formés  par  des  diamètres  conjugués  égaux  qui  renferme  le 
petit  axe,  l'angle  est  un  maximum;  c'est  ce  qu'on  vérifie 
sans  difficulté. 

Si  le  sommet  tombe  dans  l'angle  des  diamètres  conjugués 
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égaux  qui  renferme  le  grand  axe,  l'angle  est  on 

Considérons  présentement  les  cordes  parallèles  au 
mètre  choisi  ;  les  conclusions  ci-dessus  subsisteront 
pour  toutes  les  cordes  comprises  entre  les  deux  sommets.  El 
si  Ton  suppose  qu'une  corde  se  meuve  parallèlement  i  elle- 
même  et  que  l'un  des  sommets  passe  d'un  côté  à  l'autre  de 
cette  corde,  l'angle  correspondant  de  maximum  deviendra 
minimum,  et  réciproquement. 

Remarque.  Il  suit  de  là  que  dans  le  cas  où  un  sefmal 
d'ellipse  renferme  à  la  fois  deux  sommets ,  l'un  donne  lia 
angle  maximum  et  le  second  un  angle  minimum,  ce  qtf 
s'accorde  avec  ce  principe  général  que  dans  toute  fonctios 
continue  le  maximum  et  le  minimum  se  succèdent  alternati- 
vement. 


THÉORÈME  DE  STATIQUE  DE  MINDING 
iur  le  plan  central  et  Vaxe  central.  (Y.  p.  183.) 

PAB  H.  BSX.ABSBBBRS , 

Professeur. 


Lemme.  Etant  donné  un  système  de  forces  parallèles  P,  ¥ 
appliquées  en  différents  points  invariablement  liés  entre  eux, 
on  les  décompose  chacune  en  trois  autres  X,  X',...  Y,  Tv.. 
f ,  Z',...  parallèles  à  trois  directions  fixes,  en  conservant  les 
mêmes  points  d'application  A,  A',...  et  l'on  obtient  aini 
trois  nouveaux  systèmes  de  forces  parallèles ,  ayant  cbaûm 
même  centre  de  forces  parallèles  que  le  système  proposé; 
car  si  l'on  considère,  par  exemple,  le  système  des  forces 
I,  X',...  on  voit  que  les  forces  X,  X'.,.  qui  le  composent 
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sont  proportionnelles  aux  forces  P,  F,...  pùteqae  d'après  k 
construction  employée  pour  effectuer  la  décomposition  ,  les 
triangles  PAX,  P'A'X'  sont  semblables;  et  Ton  sait  que 
lorsque  des  forces  parallèles  tournent  autour  de  leur  point 
d'application  en  restant  parallèles  et  conservent  des  valeurs 
proportionnelles  à  leurs  valeurs  primitives ,  le  centre  du 
système  ne  change  pas. 

Théorème  I.  Un  système  de  forces  P,  P'...  quelconque* 
appliquées  en  différents  points  A ,  A',...  liés  entre  eux  d'une 
■Modère  invariable,  étant  donné,  on  décompose  chaque 
fcree  en  ton  point  d'application  en  trois  autres  forces  respec- 
tivement parallèles  à  trois  directions  fixes ,  ce  qui  donne 
trois  systèmes  X,  X'....  Y,  Y',...  Z,Z...  de  force*  parallèles, 
ayant  chacun  un  centre  de  forces  parallèles  ;  quelles  quesoient 
les  directions ,  les  trois  centres  G,  G',  G"  sont  dans  un  plan 
invariable  9  auquel  on  donne  le  nom  de  plan  central. 

Démomtration.  Effectuons  une  première  décomposition  du 
système,  et  menons  le  plan  des  trois  centres  G,  G',  G". 

Remarquons  ensuite  que  pour  effectuer,  suivant  d'autres 
axes,  une  deuxième  décomposition  des  forces,  il  suffit  pouf 
etoque  force  P  de  décomposer  ses  trois  composantes  X , 
¥,  Z,  chacune  selon  les  trois  nouvelles  directions ,  ce  qui 
donnera  neuf  systèmes  de  forces  parallèles.  Soient  A„  A„ 
A,  les  composantes  de  X;  B„  B,,  B,  celles  de  Y;  C,, 
(*,  C,  celles  de  2;  A',,  A',,  A',  celles  de  X',  et  ainsi 
fe  suite;  les  systèmes  A,,  B(,  Gf  auront  même  centre  Q 
qw  le  système  X  d'après  le  lemme  ;  de  même  les  systèmes 
A^  B.,  Q  auront  même  centre  G'  que  le  système  Y,  et  enfip 
Imystèmus  A3,  B,,  C3  auront  même  centre  G"  que  le  sys- 
tfeoe  Z  ;  donc  les  centres  de  tous  les  systèmes  seront  daqs  le 
flan  G  G'  G".  Mais  puisque  les  centres  des  trois  systèmes  A,, 
B„  Ç„  qui  sont  parallèles,  sont  dans  le  plan  G  G' G",  il  en 
i  de  même  du  centre  G,  du  système  composé  de  ces  trois 
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systèmes,  lequel  est  le  centre  du  système  X,.  D'après  les 
principes  connus  sur  la  composition  et  décomposition  des 
forces,  on  prouverait  de  la  même  manière  que  les  centra 
G'„  G",  des  systèmes  Y,  et  Z,  sont  dans  le  plan  G  G' G"; 
donc»  etc. 

Théorème  IL  On  fait  la  décomposition  indiquée  (théo- 
rème I)  de  façon  que  Tune  des  forces  soit  perpendiculaire  ao 
plan  central,  et  que  les  deux  autres  X  et  Y  lui  soient  paral- 
lèles; de  quelque  manière  que  se  fasse  la  décomposition,  te 
centres  G,  G'  des  systèmes  X,  Y  sont  toujours  sur  une  même 
ligne  droite,  située  dans  le  plan  central  el  appelée  lig* 
centrale. 

Démonstration.  Remarquons  d'abord  qu'on  pourra  effec- 
tuer la  décomposition  des  forces  P  en  X,  Y,  Z,  en  les  décom- 
posant d'abord  chacune  en  deux  forces,  dont  Tune,  qui  sera 
invariable  dans  tous  les  systèmes  de  décomposition,  sera  Z, 
et  l'autre  Q  sera  dirigée  selon  l'intersection  du  plan  ZAQ  avec 
un  plan  mené  par  le  point  A ,  parallèlement  au  plan  central, 
puis  en  décomposant  chaque  force  Q  en  deux  autres  X,  Yf 
parallèles  au  plan  central. 

Maintenant  les  systèmes  X  et  Y  auront  leurs  centres  G  et 
G'  dans  le  plan  central  ;  menons  la  droite  G  G';  pour  effec- 
tuer une  nouvelle  décomposition  des  forces  Q...  selon  deux 
nouvelles  directions,  il  suffit  de  décomposer  leurs  compo- 
santes X  et  Y  selon  les  deux  nouvelles  directions,  on  ant 
ainsi  quatre  systèmes  de  forces  parallèles  qui  seront  paral- 
lèles deux  à  deux ,  et  par  un  raisonnement  en  tout  semblable 
à  celui  dont  on  a  fait  usage  ci-dessus ,  on  prouvera  que  ks 
centres  des  deux  nouveaux  systèmes  sont  sur  la  droite  G  G'. 

Remarque.  Ce  théorème  est  vrai  quand  même  la  compo- 
sante non  parallèle  au  plan  central  ne  lui  est  pas  perpendi- 
culaire; il  suffit  qu'elle  soit  parallèle  à  une  direction  fixe, 
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it  on  n'a  plus  la  ligne  centrale  pour  la  ligne  conte- 
nant le»  centres. 

Ob$ervations.  Si  les  trois  centres  conjugués  G,  G',  G"  sont 
sur  nne  même  droite,  ils  resteut  toujours  sur  celte  droite 
quels  que  soient  les  axes ,  et  la  position  du  plan  central  est 
indéterminée. 

Si  les  trois  centres  se  confondent  en  un  point ,  la  coïnci- 
dence en  ce  point  aura  lieu  pour  tous  les  axes. 

Dans  tout  ce  qui  précède,  on  suppose  que  le  système  n'est 
pas  en  équilibre  et  ne  se  réduit  pas  à  un  couple. 


REMARQUE  SUR  LA  QUESTION  16!. 
(  Théorème  Joaehimsthal ,  p.  114  ) 


PAB.  M.  X.XBX10UX, 

Professeur  à  U  Fteulté  de  Bordeaux. 


Dana  les  équations  np  +  n'p  =  2d%  et  np  +  n'p' +  n"p"+ 
+  nmp'"=aamt.  =s2(a'+A*)  relatives  à  l'ellipse  ay*+ 
-f.  b*x*  =  a*b*,  on  reconnaît  de  suite  que  les  facteurs  «,  n* 
pouvant  devenir  aussi  grands  qu'on  voudra ,  du  moins  pour 
là  première  équation ,  les  produits  npy  rip\  n"p"9  nP'pm  ne 
aont  pas  essentiellement  positifs.  Cela  tient  à  ce  que  p ,  qni 
n'est  antre  chose  que  la  projection  du  rayon  central  AO  sur 
la  normale  AN ,  peut  tomber  sur  AN  ou  sur  son  prolonge- 
ment ;  de  là  une  discussion  nécessaire  pour  déterminer  les 


Pour  plus  de  généralité,  prenons  la  surface  à  centre 

1- VH —  =  1 .  Le  plan  tangent  en  A  (x,  .r,  z)  ayant  pour 

abc 

AN*.  M  tf 4T1«M.  VU.  15 
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équation»  en  représentant  par  X ,  Y,  Z  les 

rantes h-r-  +  —  =»  1 ,  il  en  résultera  i 

a     '    b    '    c 


P— 


\/£+^| 


De  même ,  la  normale  en  A ,  ayant  pour  équation 
X  — x _ Y— y _Z  — z 

x     ~~    21    ~~     s 

Si  l'on  représente  par  «,  £ ,  7  les  coordonnées  d'un  point 
N  de  la  normale  en  A,  en  posant  de  plus  ÀN=n ,  on  aura: 

(^-«)-+(r-ft)»+(z-7)'  =  i»«; 

et  par  conséquenty 

x—*     ^— 13     z— 7  ztn  ___ 

x  y  z  s^       •  ^ 


de  là  encore  : 

* «  y         P 


a      a — u'      b      b—x%      c      c—u1 
ce  qui  change  l'équation 

xÀ      y*      zÀ 
a    l    0    '    c 

m 

on  bien  encore  t 

(       a        *       *  f 
Donc 
1°  La  somme  des  u  ou  =b  /t/*  est  constante. 
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a*  Le  produit  des  u  reste  le  même  tant  que  le  point  N  s* 

a%       S*       y9 

trouve  sur  une  surface  — f-T  -f-i.  =  K  concentrique  et 

semblable  à  la  surface  donnée. 

On  demande  une  discussion  complète  de  l'équation  (<i). 

En  rapportant  la  conique  à  centre  à  deux  axes  obliques 
tangents  à  la  courbe  aux  points  A  et  A',  on  trouve  très-sim- 
plement np±rij/r=z2b%.  Le  signe  est  mis  en  évidence.  Comme 
•V  est  <  ou  «p  a\  puisque  np  peut  surpasser  2a%  U  faut  bien 
que  k  terme  n'p  puisse  devenir  négatif.  Le  signe  — -  se  pré- 
sente quand  N  est  hors  de  l'ellipse.  Même  démonstration 
pour  Hyperbole. 


LIEU  GÉOMÉTRIQUE. 

Que$Hon  proposée  comme  sujet  de  composition  pour  VÉcoU 
polytechnique  en  1847  (Y.  t.  YI ,  p.  327), 

VAB.  K.  XJI  GAULAI*, 

élève  du  collège  de  La  Flèche. 


V  {fa.  34)  Du  sommet  A  de  l'angle  droit  BAC  on  i 
droite  quelconque  ;  des  points  B  et  C  on  abaisse  les  per- 
pendiculaires BP,  CQ ,  trourer  le  lieu  des  points  M  de  «as 
droites  pour  lesquels  : 

aSP  =  ÂPxÏQ. 
En enpiogant  les  coordonnées  polaires,  la  solution  es  ne 
problème  est  d'une  extrême  simplicité.  Prenous  AG  pour  axe 
polaire;  la  droite,  menée  à  volonté  par  le  point  A,  est  déter- 
minée par  l'angle  6  qu'elle  fait  avec  AG ,  et  les  points  B  et  C 
par  leva  distances  a  et  *  au  point  A  dans  des  directions 


fixes;  le  point  M  aura  pour  coordonnées  l'angle  6  et  la  lon- 
gueur variable  ?  correspondante.  Cela  posé,  on  vent  avoir  • 

aM2  =  AP.ÂQ; 
or  AP=asinô,  AQ=6cos6. 

1 /équation  du  lieu  demandé  est  donc 

p9  =  ûfcsinBcos6. 

La  discussion  de  cette  équation  est  facile.  D'abord  on  vok 
que  sine  cos  ô  doit  être  positif;  donc  la  courbe  n'existe  q» 
dans  les  intervalles  où  le  sinus  et  le  cosinus  de  •  sont  de 
même  signe ,  c'est-à-dire  dans  l'angle  droit  BAC  et  dans  soi 

opposé  par  le  sommet .  et  nullement  dans  les  angles  BAC  et 

CAB'  ;  outre  que  cela  est  d'accord  avec  l'énoncé  même ,  h 
seule  inspection  de  la  figure  rend  cette  conclusion  évidente. 
Eu  second  lieu ,  la  foçmc  même  de  l'équation  montre  qae 
toute  valeur  positive  de  p  correspond  à  une  valeur  négative 
parfaitement  égale  et  située  sur  le  prolongement,  d'où  il 
suit  que  le  point  A  est  un  centre  de  figure  et  de  symétrie, 
de  sorte  que  la  connaissance  de  la  branche  comprise  dans 
l'angle  BAC  suffira  pour  que  la  courbe  soit  complètement 
explorée;  cette  branche  elle-même  étant  symétrique  par 
rapport  à  la  bissectrice,  puisqu'à  chaque  couple  (sinô,  cosfi) 

correspond  le  couple  équivalent  (cos  6',  cos  &'),  ô  étant  <?, 
et  0'=0-f -.  Faisons  donc  croître  0  de  0  à  ~,  alors  SA  croit 
de  0  à  ^  et  par  conséquent  sine  oosft  =  ^— ,  croit  de  0 
à  -,  et  croit  par  degrés  continus.  La  courbe  passe  donc  par 

A 

le  point  A ,  est  continue  et  s'éloigne  de  plus  en  plus  du 
point  A  jusqu'à  ce  qu'elle  rencontre  la  bissectrice  en  D. 
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D'après  ce  qui  précède,  sa  forme  est  donc  maintenant  com- 
plètement déterminée  ;  pour  achever  de  dissiper  toute  incer- 
titude, il  suffit  de  chercher  la  direction  de  la  tangente  en 
quelques  points.  En  appelant  <*  l'angle  qu'elle  fait  avec  le 
rayon  recteur,  on  sait  qu'elle  est  déterminée  par  la  for- 
mule tanga  =  ■?,  p  étant  la  dérivée  de  p  ;  or  la  dérivée  de 

sinSO  est  2cos29,  donc  on  a  à  la  fois  p'  =  —  sin26, 

2/>'  =  â6cos28,  ou£  =  tang20;  ainsi  tanga  ^lang  26.  On 

6 

trouve  ainsi  le  tableau  suivant  : 

a  =  0  a  =  -  «  =  0. 

2 

La  courbe  est  donc  tangente  en  deux  côtés  de  l'an- 

gle BAC,  et  en  D  à  une  perpendiculaire  à  la  bissectrice. 

Note.  C'est  une  lemniscate  de  Bernoulli  ;  l'équation  de 
l'hyperbole  étant  Zxy  —  ab  =  0.  (V.  t.  IV,  p.  427.)    Tm. 


AIRE 

dm  quadrilatère  circonscriptible. 

9AJEL  M.  J.-G.  HOSTOa  , 

Docteur  et  icieacef  mathématique!. 


Dans  tout  quadrilatère  circonscriptible,  les  côtés  forment 

la  relation 

a  +  c  =  b-\-d, 

de  laquelle  on  déduit 

a»_  6'+  c'—  <f  =:  2bd  —  2ac 
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Substituant  celte  valeur  dans  la  formate  de  Taire  d'un 
quadrilatère  quelconque  (*) ,  et  faisant  sortir  le  facteur  4  de 
dessous  le  radical ,  on  obtient  : 

Q  =  -\/(»i*  +  ac  —  bd)(mn— oc-f  M), 


pour  l'expression  de  Taire  d'un  quadrilatère  < 

Soient  a\  a";  b\  b";  c1,  c";  d\  d'  les  segments  des  eMéf 
respectif  formés  par  les  points  de  contact,  de  aorte  que 

*"  =  &',   b"  =  c\    C"  =  d,   d"=«\ 
Cl 

ac  —  bd  =  (a*+  a")  ((/+  c")  —  (*4-  V)  tf+tf9). 

Développant  le  second  membre ,  et  observant  que  les  égali- 
tés précédentes  donnent . 

a"c"  =  b'd,  b'd''=a'c\ 

et 

ay  =  M",  a'c'  =  dd'\  b'd"=dd\  Jb"r=tf9 
ou  trouve ,  en  substituant  et  en  réduisant  t 

Lorsque  le  quadrilatère  circonscriptible  est  en  même  temps 
inscriptible ,  on  a  le  produit  dés  diagonales  w/it=  ac\bà, 
et,  par  suite, 


pour  Taire  d'un  quadrilatère  à  la  fois  ittscriptible  et  circon- 
scriptible ,  dont  a,b,c,  d  sont  les  quatre  côtés. 

C)  Voir  Nour.  Annales  des  M  allié  m.,  t.  Vil,  p.  69. 
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SOLUTION  GÉOMÉTRIQUE 
eu  problème  $ur  l'axe  radical  (Q.  67,  t.  II,  p.  327) 

PAB.  M.  A.  MJUtHHEIOff  , 

élév*  du  lycé* Cbarieraagnç  (  clas#e de  M.  Catalan  ). 


Étant  (tournées  detix  circonférences  dans  le  taéme  plan , 
A  un  point  sur  la  première  circonférence ,  et  B  un  point 
sur  la  seconde  ;  trouver  sur  l'axe  radical  des  deux  circon- 
férences un  point  C ,  tel  qu'en  menant  les  sécantes  CA ,  ÇB , 
elles  coupent  les  circonférences  en  deux  points  D,  Ç ,  de  ma- 
nière que  la  droite  DE  soit  à  angle  droit  sur  l'qxç  radipfl 
(fig.  30). 

Supposons  le  problème  résolu.  Soit  G  le  point  cherché.  6 
Étroite  point  de  rencontre  de  la  droite  DE  avec  l'aie  radical , 
élerons  au  point  A  la  perpendiculaire  AGr  à  la  sécante  CD. 
Les  deux  triangles  CAC  et  DCG  sont  semblables,  et  l'on  a 
CA  tt  UD*B  GG  K  00 1  mais  puisque  le  point  C  est  un  point 
«* t'tte  radh**,  l'on  à  GA  xGD*=  CB  X  CE  )  ot  GG  X  Cf}'= 
sGBxGEf  *mc  les  triangles  CBG  et  GOE  sont  semblables , 
et  la  droite  BC  est  perpendiculaire  à  GE.  On  voit  donc  que 
les  perpendiculaires  AC'  et  BGr  aux  sécantes  CD  et  CE  se 
coupent  sur  Taxe  radical.  Actuellement  les  points  C .  À .  B .  Ç' 
sont  sur  unç  méipc  circonférence;  car  CAC'sst4*-  ;  CBG=t*\ 
Mais  cette  circonférence  passant  par  les  deu*  points  A  et  B , 
son  centre  est  situé  Mir  Taxe  radicaj,  Elle  est  donc  déter- 
minée ,  et  les  points  où  elle  coupe  Taxe  radical  sont  les  points 
cherchés.  La  circonférence  ayant  son  centré  Sut  l'àife  fâdi- 
<al ,  le  pnMm  «4*t|  dMi  adittim».  Si  k«  pointa  4>*ftofe 
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A  et  fi  sont  sur  une  perpendiculaire  à  Taxe  radical ,  l'on 
des  points  est  à  l'inGni,  et  l'autre  est  le  point  où  hB  ren- 
contre Taxe  radical.  C'est  ce  qu'indique  la  construction. 


THÉORÈME 
sur  les  axes  de  l'ellipse  et  de  l'hyperbole. 

PAB,  M.  A.  XA«VBXIMV 

élève  du  lycée  Charlemafiie  (  claue  de  M.  Cttalân  ). 


La  circonférence  décrite  sur  la  portion  du  petit  axe  com- 
prise entre  la  normale  et  la  tangente  menées  en  un  priât 
d'une  ellipse  passe  par  les  foyers.  Le  théorème  subsiste  po« 
l'hyperbole. 

Démonstration  facile. 


FORMULES  DE  DELAMBRE 

et  analogies  de  Nèper,  déduites  immédiatement  de$  formula 
fondamentales  de  la  trigonométrie  sphérique,  efapr* 
M.  Crelle.  (Crelle,  XII,  348, 1834,  en  français.) 


1.  cosBcosCs=cosâsinBsinC—cosA  (1)  \ 

cosftcosc=rco8fl— cosAsinMnc   (2)  r  Equations  fonda- 
sinA  _  sinB       sinC  .  1      mentales. 

tina      sinfr  =  sine  '  / 

L'équation  (3)  donne  : 

steBsmC(l+cosa)(l-HXM0)s?sm^  (4) 
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de  là ,  on  déduit  : 

[1  — cos  A-|-sinBsinC(l  +cosa)](l— cosa) = 
as  [1— cosa-|-sinôsinc(t+cosA)](t—  cosA), 

on  bien,  en  vertu  de  l'équation  (1), 

[t+cos(B— C)Ki— cosa)  =  [i—cos(6+c)]  (i  -com) 

4cos*  \  (B-C)sin'  \a  =  4sin*  \  (6+c)sin*  \  A 

A  A  2  2 

±cos  J  (B-.Qsin  î  a  =  sin  |  (*+c)sin  i  A.        (*) 

C'est  la  première  équation  de  Delambre. 
L'équation  (4)  donne  encore 

[l+cosA4-sinBsinC(l— cosa)]  (1+cosa)  =r 
=  [l+cosa+sinfrsinc(l— cosA)](l+cosA); 
on  m  déduit,  combinée  avec  l'équation  (1), 

db  sin  -  (B+C)cos  -  a = cos  -  {p— c)cos  5  A*    •  (6) 

seconde  équation  de  Delambre ,  et  les  deux  antres  sont 

±  sin  -  (B— Qsin  -  a  =  sin  -  (6— c)cos  -  A         (7) 

dzcos-(B4-C)cos-a  =  cos-(ft+c)sin-A.  (8) 

(7)  et  (8)  se  déduisent  de  f 

[1+cosA— sinBsinC(l+cosa)]  (1— cosa)  = 
=  [1  —  cosa— sin6sinc(l— cosA)](l+cosA) 
[1— cosA— sinBsinC(  1— cosa)](t+cosa)  = 
=  [14-cosa— sin68Înc(l+cosA)](l— cosA). 

Eu  divisant  (7)  par  (5),  (5)  par  (8),  (7)  par  (8)  et  (6)  par 
(8),  on  obtient  les  analogies  de  Néper. 

Observation.  Les  formules  5,  6,  7,  8  portent  le  nom  de 
Gauss  en  Allemagne,  mais  elles  ont  été  données  par  Delam- 
bre, dans  la  Connaissance  des  temps,  1809,  publiée  en  1807. 
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QUESTION  D'EXAMEN  (Tome  VI ,  page  328), 

PAH  18.  UBQAUAIft, 

élève  du  collège  militaire  de  La  Flèche. 


Trouver  le  lieu  des  projections  d'un  sommet  d'une  î 
conique  sur  toutes  ses  tangeqtcs. 

L'équation  y  =  2px+nx*  représente  l'une  qodconpe 
des  trois  sections  coniques  rapportée  à  l'axe  focal  éti Fan 
des  sommets  situés  sur  cet  aïe. 

Soit  (o^9  y)  un  point  quelconque  de  la  courbe; 
l'équation  de  la  tangente  en  ce  point ,  celle  de  la 
culaire  menée  à  cette  tangente  par  l'origine ,  et  la  condition 
quf  cxflrime  que  le  point  (x*9y)  est  sur  la  courbe,  j'aorti 

trois  relations  : 

y  =  2p.r'+/^r',  (!) 

yy=*p[x  +  x')+nxx'      .  (î) 

entre  lesquelles  il  suffit  évidemment  d'éliminer  x'  et  y  pour 
avoir  l'équation  du  lieu  demandé.  Des  deiAt  dernières ,  on 
tire  : 

X         Pn[x*+f)+px'    r~     f-n^+rf+px' 

portant  ces  valeurs  dans  la  relation  (1)  et  opérant  toutes  les 
réductions ,  on  trouve  définiti  vemenf  pour  équation  générale 
du  lieu  géométrique  cherché  : 

n{**+yy + 2p*w + y) + Py  =  o  o.    m 

f*)  Voir  l.  IV,  p.  421. 
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II  faut  maintenant  discuter  cette  équation  en  donnant  suc- 
cessiyement  i  n  et  kp  les  valeurs  qui  conviennent  pour  les 
trois  courbes. 

Pour  it=09  la  discussion  est  assez  simple;  mais,  dans 
tas  autres  cas ,  elle  devient  plus  embarrassante  par  suite  de  la 
complication  des  termes  et  des  radicaux  ;  c'est  pourquoi 
nous  préférons  passer  à  l'équation  polaire.  Ï3n  employant 
les  formules  de  transformation  #  =  p  cosu,  y  =»  p  sin  •»,  oti 

obtient! 

V+  2pp  cos  w + p*  sin  'w  =  0.  (P) 

Panons  à  la  discussion  dan*  les  trois  cas  ; 

l*  Amèoi».  mm  o.  L'équation  («)  donne  timy=-- — , 

* 
•I  J'éqfatio*  (p)  f=t^no>.  Son»  l'une  quelconque  de  et* 

2C0S&> 

tant  formes,  on  reconnaît  facilement  la  dssoide  ayant  pour 

sommet  et  pour  ake  transverse  le  sommet  et  Taxe  transverte 

4a  la  parabole!  et  pour  asymptote  la  directrice  do  oatte 

courbe;  il  est  inutile  de  nous  y  arrêter.  (Y.  t.  IV,  p.  43t.) 

2°  EUip$e.  Supposons  d'abord  qu'il  s'agisse  du  sonupet  le 

fi'         fi' 
gauche  A'  (fig.  31),  alors  *»—  — ,  p=-r*  et  l'équation  (p) 

A  A. 

devient  : 

p*  *=  â  Ap  oos  w  —  fi'  sin  'w  =  o , 

ott ,  résolvant  : 

p  =  AcoswdbV/Ba+c;co8atoi  c'=A'  —  B'. 

A  chaque  valeur  de  w  correspondent  deux  valeurs  de  p,  parmi 
lesquelles  il  y  en  a  toujours  une  positive  et  une  négative , 
attendu  que  A  cos*  est  moindre  que  le  radical 

W==Û,  p  =  AdbA3=2A,  0. 

*  croissant  de  0  a  S ,  le  sif  ne  +  du  radical  donne  les  va- 
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leurs  positives  de  p ,  et  ces  valeurs  vont  en  décroissant,  car 
coso>  décroît  ;  mais  tons  les  points  déterminés  ainsi  sont 
situés  hors  de  l'ellipse,  car  à  une  même  valeur  de  «  corres- 
pondent ces  deux  rayons  vecteurs  :  savoir»  pour  la  courbe 

actuelle,  p'=  A cos»  4-  V^B'+c'cos1*»,  et,  pour  l'ellipse, 

B" 
•fr=2Acost»r^-; — ,  .  ■    ,  cl  il  est  facile  de  voir  que  p'—  •" 

est  >0.  Le  signe  —  du  radical  donne  les  valeurs  négatives 

dep,  qui  vont  en  croissant  quand  »>  croit  de  0  à  -.  Pour#i=-, 

p=dbB,  ce  qui  donne  les  deux  sommets  H  et  I  du  rectangle 
construit  sur  les  axes  de  l'ellipse. 

Il  est  inutile  de  pousser  plus  loin  cette  première  discussion. 
L'évidente  symétrie  autour  du  grand  axe  de  r  ellipse,  <A 
l'obligation  de  passer  par  les  points  A  et  À',  indiquent  déjà 
sensiblement  la  forme  représentée  dans  la  figure  SI  ;  poar 
plus  de  détails ,  passons  à  la  discussion  de  la  tangente.  L'an- 
gle «  qu'elle  a  fait  avec  le  rayon  recteur,  est  donnée  psr  b 

formule  tanga=p-r,  et,  dans  une  équation  quelconque. 

«P 

de*  F'fp) 

F(»*)=  0,  _==_g.  On  a  donc  ici  : 

Apcosu  —  l 
tang  v  — r- Î-- 


Apsint»)  —  fi'sinucosfr/ 
Pour  <*>=0,  avec  p=2A9  c'est-à-dire  pour  le  point  A, 
tang  a  .-  00  ;  donc  à  ce  point  la  tangente  est  la  mémo  que  la 
tangente  à  l'ellipse.  Pour  »=0,  avec  p=0,  on  a  d'abord 

tang  as-.  Afin  d'interpréter  ce  résultat,  mettons  tang* 

sous  la  forme  : 


-V 


— +- 

A'cosao>^  A" 


B'sinV 
tang 


A1  coa'n  +  Al/B'+c'cps'* 
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on  voit  que  la  tangente  en  A  est  également  la  même  que  la 
tangente  à  l'ellipse.  Ceci  achève  de  déterminer  la  forme 
exacte. 

Il  est  évidemment  inutile  de  recommencer  pour  un  autre 
sommet  de  l'ellipse  l'examen  qui  vient  d'être  fait  ;  la  symé- 
trie montre  que  pour  le  point  B  9  par  exemple ,  le  lieu  aurait 
la  forme  de  la  fig.  32. 

3°  Hyperbole  {fig.  33).  Supposons  qu'il  s'agisse  du  sommet 

de  droite  A  o ,  alors  rc =-—,/?==—-,  et  l'équation  ((3)  devient 

A.  A. 

P*-f  2Apcos*  +  B*sin*#  =  0 , 
ou 


p  =  —  A  cos«±  [/ —  Ba+  CcosV 

Nous  .remarquons  d'abord  une  particularité  que  n'avaient 

point  offert  les  cas  précédents ,  c'est  que  *>  a  des  limites  ;  en 

effet,  pour  que  le  radical  soit  réel,  il  faut  que  c'eos'*» 

B 
•oit  >  B',  ou  que  cos  w  soit  >  -.  Ayant  mené  par  le  point  A 

les  perpendiculaires  AH  et  ÂH7  sur  les  asymptotes ,  et  les 
ayant  prolongeas  indéfiniment  eu  IHF  et  I'H'F,  les  rayons 
vecteurs  doivent  être  menés  dans  l'angle  FAF  ou  dans  l'an- 
gle I  Al',  pour  donner  des  points  de  la  courbe.  D'ailleurs , 

pour  «  <  -,  il  est  évident  que  les  deux  valeurs  de  p  sont  né- 

gatives. 

Nous  voyons  donc  que  la  courbe  est  tout  entière  comprise 
dans  l'intérieur  du  triangle  IAI',  ce  à  quoi  on  devait  s'at- 
tendre, d'après  les  propriétés  des  asymptotes. 

Continuons  donc  la  discussion ,  en  faisant  croître  *>  de 
H'A,r  à  7T. 

La  courbe  doit  passer  par  les  points  A ,  H ,  H',  et  être  dan» 
l'intérieur  de  l'angle  H  AH'  ;  cela  nous  porte  déjà  à  croire 
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que  dans  cet  intervalle  elle  tourne  sa  convexité  vers  AA'. 

A  chaque  valeur  de  <»  correspondent  deux  valeurs  de  o,  qu 
sont  de  même  signe,  et  qui  vont ,  Vane  en  croissant ,  l'autre 
en  décroissant ,  à  mesure  que  *>  approche  de  «. 

«=tt,  p  =.2A,  0t  on  retrouve  les  deux  sommets  A,  A'. 

B  AB 

cos*  =  —- ,  p=— ;onretrouvelesdeuxpomtsHetff. 
c  c 

Cherchons  la  tangente  ;  en  répétant  les  calculs  faits  ci-des- 
sus ,  on  trouve  : 

p'  +  Apcos» 
tang  «  =     ■ .  *■       ^ — ? — : — . 
B  sinwcosw  —  Apsmw 

Par  hypothèse ,  c*  est  compris  entre  -  et  *,  et  p  est  >  0  ;  dote 

le  dénominateur  est  négatif  ;  le  signe  de  tang  a  dépend  donc  (ta 
signe  du  numérateur.  On  voit  donc  que  tang  a  est  >  0  quant 
pest  <Acos»,  et  <0 quand  p  est  >Acos«.  En  interpré- 
tant ee  résultat ,  on  trouve  que,  dans  la  partie  de  la  courte 
voisine  du  point  A,  la  convexité  est  tournée  vers  AA',4 
qu'au  contraire ,  dans  la  partie  voisine  du  point  A'y  c'est  h 
concavité  qui  est  tournée  vers  cette  ligne  ;  et  évidemment  le 
changement  du  sens  de  courbure  a  lieu  au  point  H',  car  c'ait 
là  le  point  de  séparation  entre  les  rayons  vecteurs  par  les- 
quels p  est  <  Acos  w  et  ceux  pour  lesquels  p  est  >Àcos«. 

Au  point  H',  il  est  facile  de  vérifier  que  la  tangente  est  AH  ; 
au  point  A  et  au  point  A',  la  tangente  est  la  même  que  Is 
tangente  à  l'hyperbole. 

L'ensemble  de  ces  renseignements  et  la  symétrie  nécessaire 
autour  de  A  A'  assignent  au  lieu  la  forme  représentée  fig.  33. 

Note.  Pour  être  complète ,  cette  discussion  devrait  porter 
sur  les  points  où  les  tangentes  sont  parallèles  aux  axes  | 


paux ,  ce  qu'on  obtient  en  faisant  a  égal  à  »  et  à  ~*>  ;  mah 
la  détermination  est  plus  commode  en  se  servant  des  coût* 


données  rectangulaires  ;  dans  l'hyperbole,  il  faut,  en  outre, 
fixer  les  points  où  la  tangente  est  parallèle  aux  asymptotes. 

Les  lignes  qu'on  obtient  en  projetant  un  point  Gxe  sur  les 
tangentes  à  une  conique,  sont  très-importantes  en  analyse  et 
en  physique,  dans  la  théorie  des  ondes.  Les  Allemands  dési- 
gnent ce  genre  de  lignes  par  un  seul  mot ,  qui  signifie  courbe 
des  pieds  des  perpendiculaires.  Ne  pourrions-nous  pas,  pour 
le  même  usage,  employer  l'expression  ligne  podaire,  et 
surface  podaire,  quand  il  s'agit  de  la  projection  d'un  point 
fixe  sur  les  plans  tangents  d'une  surface  ?  Ainsi  on  dirait  que 
l'onde  lumineuse  de  Fresnel  est  la  surface  polaire  réciproque 
(par  rapport  à  un  ellipsoïde)  de  la  surface  podaire  du  centre 
de  cet  ellipsoïde  ;  la  podaire  du  sommet  d'une  parabole  est  une 
cissoïde.  La  podaire  du  centre  d'une  hyperbole  équilatère  est 
une  casainoXde.  La  podaire  d'un  foyer  est  un  cercle  dans  les 
coniques  à  centre  et  une  droite  dans  la  parabole ,  et  en 
général  la  ligne  ou  les  surfaces  podaires  d'un  point  quel- 
conque ,  est  une  ligne  ou  une  surface  de  quatrième  degré  où 
les  termes  du  quatrième  degré  forment  un  carré  parfait. 


QUESTIONS. 


184*  p  nombre  premier  impair;  a,  b  deux  nombres pre- 

a*4-bp 
m$rs  entre  iuœ;  d+bet       '        ne  peuvent  avoir  d'autre 

•        et  — j—  o 

beteur  commun  quep;  si  ap-\-b*  est  divisible  par  pq,  alors 
a -f-  b  est  divisible  par  p+"  ;  mêmes  propriétés  lorsqu'un  des 
nombres  a ,  b  devient  négatif.  (Kummer.) 

185*  P  étant  la  limite  de  la  fraction  continue  : 
a  :  a  +  b  :  fc+e  :  c  +  d:  4  + etc., 
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el  Q  la  limite  de  la  fraction  continue  : 

*  :  6+ fr  :  c+c  :  <f+ etc., 
on  a  P(a  +  Q+l)  =  a+Q. 

186.  -AL+-AL.4  ..;_V B«0;  A„  A,,  ...A.; 

a:— a,     x— a,  x— an 

al9a9,  . .  .aA  et  B  sont  des  quantités  réelles.  Cette  équation  f 

toujours  i»  racines  réelles. 

187.  Deux  côtés  d'un  angle  droit  touchent  deux  coniqoes 
confocales ,  situées  dans  le  même  plan  >  le  lieu  du  sommet  est 
un  cercle  ;  la  droite  qui  réunit  les  deux  points  de  conlacl  i 
pour  enveloppe  une  conique.  (  Chasles.) 

188.  (aar+6^^z)a+(a^r+fry■K'^)i+(a''x+*>-H?''«)t==/,. 
{ax+a'y  W*)'+ (te+4>+  t''z),+(<u>H?y+^*),='. 

Les  axes  étant  rectangulaires ,  ces  deux  équations  sont  cctts 
de  deux  ellipsoïdes  égaux,  (Jacobi.) 

189.  Soient 

'  =/(*#*) i  w  =  F(x,.r);  d'où  x=t(«,i);,r«+(ii,l)î 
on  a 

(fxFy  -/',  F'*)  (f  f*'.-  Ml)  =  I  . 

f'K  est  la  dérivée  de  f(x)  par  rapport  à  x ,  et  ainsi  des 
autres.  (Môbius.) 

190.  Si  Ton  substitue  dans  l'équation  polaire  d'une  droite, 
#*  au  lieu  du  rayon  vecteur  r,  et  2»  au  lieu  de  l'angle  po- 
laire *> ,  on  obtiendra  l'équation  d'une  hyperbole  éqoilatèrc. 

D'une  manière  analogue,  en  substitcftnt  V/—  1  (l^g-rl 

pour  tang-r,  et  2w  pour  »,  dans  l'équation  polaire  spbé- 

rique  d'un  grand  cercle,  et  en  changeant  les  constantes  de 
manière  que  les  imaginaires  disparaissent,  on  tombera  sur 
l'équation  d'une  hyporbole  équilatèro  sphérique.  (Strebor  ; 
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CUBATURE  DE  QUELQUES  CORPS, 

*AH  M.  FXWOK, 
Profèrent  à  lt  Faculté  des  sciences  de  Strasbourg. 


J'ai  donné  dans  ma  Géométrie,  3*  édit.,  p.  458,  la  mesure 
de  l'obélisque,  polyèdre  qui  a  pour  bases  deux  polygones 
ayant  les  côtés  respectivement  parallèles  et  pour  faces  laté- 
rales des  trapèzes.  La  règle  établie  pour  cette  mesure  convient 
à  une  certaine  classe  de  corps  ;  c'est  ce  que  je  vais  montrer, 
tout  en  donnant  pour  le  cas  fondamental  une  démonstration 
plus  simple  que  celle  qui  est  insérée  dans  l'ouvrage  cité. 

I.  Théorème.  «Si  un  corps  a  deux  bases  planes  parallèles 
»  et  qu'il  se  trouve  terminé  latéralement  par  une  surface 
»  réglée ,  dont  deux  directrices  sont  lies  contours  de  ces  bases, 
»  ou  par  une  surface  du  second  degré ,  ce  corps  a  pour 
•  mesure  le  sixième  de  sa  hauteur,  multipliée  par  la  somme 
»  des  aires  des  bases  et  du  quadruple  de  la  section  faite  k 
»  égales  distances  des  bases*  » 

Le  cas  le  plus  simple  est  celui  de  la  pyramide ,  qui  rentre 
dans  cette  règle,  si  Ton  regarde  le  sommet  comme  une  base 
nulle;  car  A  étant  la  hauteur,  b  la  base,  la  section  moyenne 

est  2b  i or  Ie  volume  est  -6A=  -A  6+4-6  L  ce  qui  est  l'é- 
noncé. 

Pour  second  cas  je  prendrai  le  tétraèdre,  en  considérant 
deux  arêtes  opposées  comme  des  bases  à  aires  nulles.  Soit 
ABCD  (fig.  35)  un  tétraèdre ,  AB,  CD  deux  arêtes  opposées, 
EFGH  une  section  parallèle  à  ces  a  rôles  et  également  di- 

AX*.  DE  Matbém.  Ml.  16 
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stante  de  chacune}  EF  sera  =-CD,cl  GE=-AB,  de  aorte 

que  si  on  construit  lo  prisme  ABCDKI ,  Faire  GF  ==  -ID  ;  or 

le  prisme  a  pour  mesure  1D  x  la  moitié  de  la  distance  de 
AB  au  plan  ID,  distance  que  je  nomme  h;  le  tétraèdre, 

qui  est  le  tiers  du  prisme,  a  donc  pour  mesure  ID  x  -Aon 

4GF  x  =&)  ce  qu'il  fallait  prouver. 
6 

Gela  posé ,  tout  polyèdre  qui  remplit  les  conditions  exigea 

par  l'énoncé  se  décomposera  en  tétraèdres  rentrant  dans  les 

deux  cas  précédents.  Soit,  par  exemple  (fig.  36  et  36  Ks)}lepo* 

lyèdre  AFD,  dont  Tune  des  bases  est  un  pentagone,  l'autre uo 

triangle  ;  FG  étant  supposé  parallèle  à  AB ,  la  face  AG  est  va 

trapèze,  les  autres  sont  des  triangles  ;  ce  polyèdre  se  décoah 

pose  en  plusieurs  parties,  savoir:  1°  HEBGD  pyramide; 

*  le  tétraèdre  BHGF  ;  3°  le  tétraèdre  FAEB  qui ,  de  jfaém 

que  les  deux  premières  parties,  rentre  dans  le  premier  em 

4'  le  tétraèdre  FHBE,  qui  rentre  danslo  second  cas. 

II.  [Fig.  37.)  Si  la  surface  latérale,  au  lieu  d'être  polyé- 
drale,  est  courbe,  mais  réglée;  soient  AE,  BF  deux  généra* 
trices  infiniment  voisines,  ABC,  DEF  des  parties  des  contours 
des  bases  ;  tirez  BE ,  et  remplacez  la  portion  de  surface  eourbe  ' 
ABFE  par  les  doux  triangles  rectilignes  ABE ,  BEF  ;  en  epè< 
rant  de  même  sur  toute  la  surface  latérale ,  on  ne  changera 
qu'infiniment  peu  le  volume  du  corps,  ainsi  que  les  aires  des 
bases  et  sections  ;  or  il  rentre  dans  l'énoncé ,  donc  de  même 
le  corps  donné. 

III.  (Fig.  38.)  Soit  maintenant  l'anneau  décrit  par  un  seg- 
ment circulaire  ABC,  tournant  autour  d'un  diamètre  exté- 
rieur DE  ;  les  bases  sont  nulles  ;  si  G  est  le  milieu  de  AC,  que 
Ton  mène  de  A,  G,  C  des  perpendiculaires  sur  DE ,  la  section 
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moyenne  est  Taire  décrile  par  BG  autour  de  DE  j  or  l'an- 

1 
neau  a  pour  mesure  :     -HI  x  ACV 
6 

et  AÇ'=;4AGxGC=4BGxGK=4(BL^GL)  (BL+GL), 

donc  : 

anneau  =  iffl  x  4*(BL2—  GÏ?)  =  \m  x  4  aire  BG , 

que,  si  à  cet  anneau  on  ajoute  le  tronc  de  cône  décrit  par 
AGIH  autour  de  HI,  lequel,  selon  ce  qui  précède,  a  pour 
mesure  : 

-HI  x  (aire  AH  +  aire  CI  +  4  aire  GL), 

on  aura  le  segment  de  sphère  mesuré  d'après  l'énoncé. 

IV.  Je  passe  au  segment  d'ellipsoïde  de  révolution,  et  pour 
cela  il  suffit ,  dans  la  sphère  précédente,  de  réduire  dans  un 
même  rapport  toutes  les  demi-cordes  AH,  BL,  CI,  perpen- 
diculaires à  DE  ;  les  aires  décrites  par  ces  cordes  seront  toutes 
altérées ,  dans  un  même  rapport  ,  égal  au  carré  du  précédent  ; 
ij  en  est  donc  de  même  d'une  tranche  infiniment  mince  com- 
prise entre  deux  plans  perpendiculaires  à  DE,  et  par  suite 
il  pn  est  de  même  du  segment  de  sphère  AHIC ,  dont  le  vo- 
lqpae,  ainsi  que  les  aires  des  cercles  AH,  BL,  CI,  devront 
être  mpltipliés  par  un  même  nombre  pour  passer  à  l'ellip- 
soïde. 

De  l'ellipsoïde  de  révolution  on  passera  d'une  manière 
fyjalogue  {métamorphique)  à  l'ellipsoïde  à  axes  inégaux; 
ainsi,  conservant  pour  section  principale  une  section  méri- 
dienne ,  on  multipliera  par  un  même  nombre  les  perpendi- 
culaires menées  de  tous  les  points  de  la  surface  de  l'ellipsoïde 
sgr  ce  plan  j  les  sections  perpendiculaires  à  l'axe  do  révo- 
lution seront  multipliées  par  le  même  rapport,  ainsi  que  le 
volume  du  segment. 


—  2W  — 

{Fig.  39.)  Une  seconde  transformation  ou  déformation  con- 
duira au  cas  où  les  bases  du  segment  ne  sont  pas  perpendicu- 
laires à  un  axe  principal.  En  effet,  soit  EF  une  droite  quel- 
conque menée  par  le  centre  de  la  surface ,  GH  l'axe  principal 
auquel  les  bases  sont  perpendiculaires  ;  prenez  chaque  section 
comprise  entre  AB,  CD  et  déterminée  par  un  plan  parallèle 
à  ceux-là,  et  faites-la  glisser  dans  son  plan,  sans  changer  la 
direction  de  ses  axes,  jusqu'à  ce  que  son  centre  soit  arrivé 
sur  EF  ;  le  volume  du  segment  n'aura  pas  changé,  etc. 

Le  paraboloïde  elliptique  pouvant  être  considéré  comme 
un  ellipsoïde ,  le  théorème  s'applique  à  tout  segment  comprit 
entre  deux  sections  elliptiques  parallèles. 

(Fig.  40.)  Reste  l'hyperboloïde  à  deux  nappes.  Or  soient 
ABC ,  DEF  deux  sections  elliptiques  parallèles  faites  dans  une 
même  nappe  ;  GH1 ,  KLM  les  sections  correspondantes  da 
cône  asymptote,  OQ  le  diamètre  conjugué  à  ces  sections; 
les  quatre  sections  sont  semblables,  et  par  suite  proportion- 
nelles aux  carrés  des  dimensions  homologues  PC ,  PI ,  QF, 
QM;  or,  à  cause  des  asymptotes ,  les  différences  PI'— PC', 
QM'  —  QF*  sont  constantes  pour  toutes  les  sections  paral- 
lèles ;  donc  le  corps  compris  entre  le  segment  d'byperboktide 
et  le  tronc  de  cône  GHIMLK  donne ,  parallèlement  au  plan 
KLM ,  des  sections  de  même  aire ,  et  se  mesure  comme  on 
cylindre  ;  par  suite ,  il  rentre  dans  le  théorème  ;  mais  le  tronc 
de  cône  y  rentre  aussi  ;  donc  le  segment  d'hyperbololde  éga- 
lement. 

Il  est  évident  que  le  théorème  s'applique  à  une  infinité 
d'autres  corps ,  car  deux  corps  compris  entre  deux  plans 
parallèles  ont  même  volume  si  tout  plan  parallèle  à  ceux-là 
et  compris  entre  eux,  détermine  dans  les  deux  corps  des  sec- 
tions de  même  aire.  Tout  cela  est  renfermé  dans  un  théorème 
de  M.  Sarrus ,  dont  voici  1  énoncé  •. 

Si  dans  un  corps  toute  section  parallèle  à  un  plan  donné  $ 
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son  aire  exprimée  par  A+Bz-{-Cz%  où  z  es*  la  distance  de 
la  section  au  plan  ,•  A ,  B ,  C  sont  des  constantes,-  un  segment 
quelconque  renfermé  entre  deux  plans  parallèles  au  même  plan, 
se  mesure  comme  il  a  été  dit  plus  haut. 

Un  peu  de  calcul  intégral  suffit  pour  la  démonstration. 

Du  reste,  on  fera  remarquer  que  si  dans  un  pareil  corps 
on  transforme  chaque  section  en  un  cercle  équivalent ,  et 
qu'on  fasse  glisser  ces  cercles  dans  leurs  plans  jusqu'à  ce  que 
les  centres  se  trouvent  sur  une  droite  quelconque  perpendi- 
culaire à  ces  plans,  le  lieu  des  circonférences  sera  une  sur- 
face du  second  degré  ;  car  si  cette  droite  est  Taxe  des  *,  et 
qu'on  appelle  r  le  rayon  d'un  des  cercles ,  on  aura  .- 

*r»=A  +  Bz  +  Cza; 

soit  x9  y%  z  un  point  pris  sur  la  circonférence  du  cercle ,  il 
vient  : 

r*=x'+S; 

donc 

<x%+f)  =  A  +  Bz  +  Cz\ 

surface  du  second  degré  de  révolution  autour  de  Taxe  des  z. 

Note.  M.  C.  Koppe ,  de  Soest  (Westphalie),  est  auteur  de 
ce  théorème.  Un  corps  ayant  pour  bases  deux  polygones 
parallèles  et  pour  faces  des  trapèzes,  est  équivalent  à  un 
prisme  ayant  pour  hauteur  la  distance  des  deux  polygones  et 
pour  base  l'aire  de  la  section  parallèle  faite  à  égales  distances 
des  deux  bases  et  augmentée  de  la  douzième  partie  de  Faire 
d'an  polygone  équiangle  aux  bases  et  qui  a  pour  côtés  les 
différences  de  leurs  côtés  homologues.  (Crelle,  t.  XVIII, 
p.  275,  1838.) 

Il  faudrait  démontrer  l'identité  de  cette  expression  avec 
celle  de  M.  Finck. 

On  trouve  dans  le  Lilavati  (chapitre  VIII,  $  221)  cette 
évaluation  du  volume  d'une  pyramide  tronquée  à  bases 


—  246  — 
rectangles  ;  a ,  b  et  a,,  bx  étant  les  dimensions  des  deux 
bases f  le  volume  est  égal  à  -h  [ab  +  a'6r+(a +ar)  (6+*0L 
énonce  entièrement  conforme  au  théorème  de  M.  Finck; 
celui  de  M.  Kopp  est  h^^f^  +  ^(a'-a)[l/^ 

l'énoncé  ordinaire  est  \h[ab + a!b'+ V abc!V\ ,  et  les  trtb 
sont  identiques. 


SUR  LES  NORMALES  AUX  CONIQUES , 

F  AH.  M.  PS  PISTORIS, 

Capitaine  d'artillerie. 


I.  Si  d'an  point  quelconque  N  (fig.  41)  ayant  (a,  P)  pour 
coordonnées,  on  mène  des  normales  à  la  parabole  y*ï=ïpx% 
on  sait  qu'il  peut  y  avoir  jusqu'à  trois  normales,  et  que  les 
coordonnées  de  leurs  pieds  sont  déterminées  par  l'équation 
du  troisième  degré  : 

y1  +  2p(p-«)y  -  2p\3  =  o.  («) 

L'équation  de  la  circonférence  de  cercle  passant  par  ta 
pieds  des  normales  sera  (.r —  A)a  +  (y — B),=RÎ  j  combinant 
cette  équation  avec  celle  delà  parabole y=9px, et  élimi- 
nant x9  on  a  r  équation  du  quatrième  degré  : 

y*+ip{p-A)y*—8p>B.y+*p\V+  B"-R'):r=0   (S) 

qui  aura  trois  racines  y^  y^  y%  Identiques  avec  celles  de 
l'équation  (1)  ;  et  comme  les  seconds  termes  manquent  datt 
les  équations  (1)  et  (2),  il  est  facile  d'en  conclure  qoe  la  qua- 
trième racine yk  de  l'équation  (2)  est  égale  à  zéro.  Donc 

La  circonférence  de  cercle  passant  par  les  pieds  des  trois  nor- 
males à  une  parabole,  issues  d'un  même  point ,  passe  aussi  par 
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U  somme*  de  te  courbe,  et  réciproquement  si  Von  fait  passer 
mm  circonférence  de  cercle  par  le  sommet  d'une  parabole  et 
rencontrant  la  courbe  en  trois  autres  points ,  les  normales  4n 
ces  trois  points  iront  concourir  en  un  point  unique. 

(*)  De  là  résulte  un  moyen  très-simple  pour  mener  les  nor- 
males à  une  parabole  par  un  point  donné ,  quelle  que  soit  la 
position  de  ce  point.  Et  en  effet ,  si  de  1  équation  (2)  on  fait 
disparaître  la  racine  y\  =  0 ,  on  aura  l'équation  : 

y+4/^-À)^  — S!p'B  =  0  (3) 

et  l'équation  (3)  étant  identique  à  l'équation  (1),  puisqu'elles 
ont  mêmes  racines^,,  jr%9  y^  on  en  déduira  : 

*P{P  —  «)=&p(p—  A)  et  2/>'f*  =  8/»'B, 

d'où  A=£±f  etB  =  t 

2  4 

Par  conséquent  le  centre  de  la  circonférence  de  cercle 
passant  par  les  pieds  des  normales  issues  du  point  N,  se  déter- 
mine par  une  construction  on  ne  peut  plus  simple,  et  son  rayon 
R  =  l/A'-f-B'  ^t  connu,  puisque  la  circonférence  passe 
par  le  sommet  de  la  parabole. 

U  est  facile  de  démontrer  que  la  somme  des  rayons  tec- 
teors  aboutissant  aux  pieds  des  normales  est  égale  au  double 
de  l'abscisse  du  point  N,  diminué  du  quart  du  paramètre  » 

FA+FB+FC  =  2a— |. 

Si  le  point  N  était  situé  sur  Taxe  de  la  parabole ,  outre  la 
méthode  générale,  il  existerait  d'après  cela  un  moyen  enclore 
bien  plus  simple  pour  construire  les  normales  :  du  foyer  F 
conmo  centre ,  on  décrirait  un  af  c  de  cercle  avec  FN  pour 
rayon  ;  en  joignant  au  point  N  les  points  où  cet  arc  de  cercle 
rencontre  la  parabole,  on  aurait  deux  normales  ;  la  troisième 
est  évidemment  Taxe  lui-même. 

{')  Voir  t.  V,  p.  673. 
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II.  Dans  le  cas  de  l'ellipse ,  ce  ne  sont  plus  trois  i 
seulement ,  mais  quatre ,  qu'on  peut  mener  par  an  point 
donné  ;  Tune  de  ces  normales  étant  déterminée ,  les  trok 
antres  sont  faciles  à  construire  par  une  construction  ana- 
logue à  celle  que  nous  venons  d'indiquer  pour  la  parabole. 

(Fig.  42)  Soient  donc  N  le  point  duquel  on  se  propose  de 
mener  des  normales  à  l'ellipse ,  ND  l'une  de  ces  normales, 
0*4» ^4)  les  coordonnees.de  son  pied  D,  et  (x,,jrt),  (xrt/J, 
foi.Ts)  les  coordonnées  des  pieds  A,  B,  C  des  trois  autrei 
normales. 

Des  équations  (A)  et  (B)  (t.  VI,  p.  367),  on  déduit  évidem- 
ment: 

a* 
d'où ,  en  ajoutant  :      x4 = —(a — 2p4), 

c 

et  par  suite  p-a-—SLXii 

on  aura  de  même       qA  =  J +— y4. 

Une  construction  très-simple  permettra  donc  de  détermi- 
ner le  centre  04  de  la  circonférence  de  cercle  passant  par  les 
pieds  A ,  B ,  C  des  normales,  et  le  centre  étant  connu,  h 
circonférence  de  cercle  sera  facile  à  décrire ,  puisqu'elle  doit 
passer  par  le  point  D',  diamétralement  opposé  au  point  D. 

Il  existe  quatre  circonférences  de  cercle  passant  par  trob 
dés  pieds  des  quatre  normales  NA,  NB,  NC,  ND,  issues  du 
même  point  N.  Si  l'on  distingue  par  (/>„  q,)f  (p„  yjf  (pn  fA 
et  (Pa  i  9a)  les  coordonnées  des  centres ,  on  a  les  résultais 
suivants  : 

IU.  Ce  qui  vient  d'être  dit  pour  l'ellipse  s'applique  égale- 
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ment  à  l'hyperbole;  il  n'y  a  pins  qn'à  changer  b%  en  —  4\ 
Mais  dans  le  cas  de  l'hyperbole  équilatère,  les  résultats  se 
simplifient  beaucoup  ;  ainsi  l'on  a  : 

^4=2  —  ^1  et  ?4=2— M 
on  a  aussi  les  expressions  très-simples  : 

*.+*.+ -*vf -*4= «  ;  ?*+?.+ y >+y*  =  P- 
Si ,  considérant  actuellement  l'équation 

(t.  VI ,  p.  368),  on  y  change  6'  en  —  «a  pour  passer  de  l'el- 
lipse au  cas  de  l'hyperbole  équilatère,  on  parviendra,  en 
faisant  attention  que  R,a==pfa+£,a  — aa  —  r,\  à  ce  résultat 
remarquable  : 

r/s£±f. 

Donc  dans  une  hyperbole  équilatère  les  circonférence*  de  cercle 
passant  par  trois  des  pieds  des  quatre  normales  issues  d'un 
même  point,  ont  toutes  quatre  mime  rayon. 

La  grandeur  de  ce  rayon  est  indépendante  de  la  grandeur 
de  l'axe  de  l'hyperbole  ;  elle  ne  dépend  que  de  la  distance  du 
point  duquel  sont  menées  les  normales  au  centre  de  la 
courbe. 

Cas  particuliers.  (Fig.  44.)  Si  le  point  N  est  situé  en  14'  sur 
l'axe  transverse ,  la  construction  des  normales  est  très-facile 

et  plus  simple  ;  on  prend  OP  =^  =  —,  et  Ton  élève  une  per- 

pendiculaire  au  point  P;  si  elle  rencontre  la  courbe  en  A 
et  Q,  les  droites  N'A ,  N'Q  seront  deux  normales  :  construc- 
tion identique ,  si  le  point  N  est  situé  sur  l'axe  non  transverse. 
On  peut  remarquer  ce  théorème. 
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Dans  uhe  hyperbole  équilatére,  les  portions  cftéfw  wdms 
*otmi*  emprises  entre  les  axes  sont  égales*  Ainsi  : 
AN'=AN". 

Si  le  point  N  est  situé  sur  la  courbe  même ,  en  A  par  exem- 
ple, on  mène  le  diamètre  AOA'  ;  du  point  fc.  au  milieu  deoA, 
comme  centre,  et  avec  OR  pour  rayon,  on  décrit  une  cir- 
conférence qui  rencontre  la  courbe  en  un  second  point  S, 
différent  du  point  Ar  -,  la  droite  AS  est  une  normale. 

Il  existe  une  relation  assez  simple  entre  les  distincts  h 
centre  de  l'hyperbole  équilatére  aux  centres  des  quatre  cer- 
cles et  ah  point  N.  On  a  en  effet  : 

^*+o^7+o^a+6S7=6Hs,î 

on  a  aussi  : 

OA^+ÔP+OC^  +  O^^ON*, 
et  enGn  : 

Où  i  fcè  théorème  toujours  dan*  le  cm  de  l'hyperbole  «Jtrf- 
htéré. 

Les  pieds  des  qutàte  nàmales  issues  d'un  mime  point  MU 
ieli  que  la  droite  joignant  deux  quelconques  d'entre  eua  al 
perpendiculaire  é  la  droite  joignant  les  deux  autres,  Ainii, 
par  exemple,  AD  est  perpendiculaire  à  BG  ;  démonstratif 
facile  fondée  sur  le  théorème  150  de  Joachimstal  (t.  VI, 
p.  341). 

I/oxpression  >y+n'p'+ny+n'y'=2(a%+b')  (t.  VU, 
p.  117)  a  également  lieu,  mais  elle  se  réduit  à  zéro,  c'est- 
à-dire  que  daus  l'hyperbole  équilatére  on  a  : 
np  -f  n'p'+  ny+n"pF=0 
k  cause  de 

Enfin  q,  rj\  tj\  qw  exprimant  les  distances  du  centre  de 
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l'ftflterttole  éqoilatêre  anx  normales ,  il  est  facile  de  dé- 
montrer la  relation  : 

nq  -f  n'q'+  n"q"+  nmqm=0. 
Cette  relation  est  dans  le  cas  de  l'ellipse  : 

2<*S=£ = n* + **+  n"i"+  "'"*'"• 

Note.  1°  Les  pieds  deà  normales  menées  par  un  point  à  une 
conique  sont  sur  une  hyperbole  équilfetére  ;  donc  lorsque 
cette  conique  est  aussi  une  hyperbole  équilatcre,  les  deux 
courbes  passant  par  les  quatre  mêmes  points,  l'un  de  ces 
poibts  est  le  point  de  rencontre  du  triangle  formé  par  les  trois 
autres  (t.  II,  p.  43). 

2°  Le  cerclé  circonscrit  à  un  triangle  et  les  trois  cercMi 
qui  passent  par  le  point  de  rencontre  et  deux  des  sommets 
sont  égaux  (t.  II,  p.  514). 

3°  Le  cercle  des  neuf  points  passant  par  les  deux  centres 
des  deux  hyperboles  équilatéres ,  on  a  onze  points  sur  la 
même  circonférence.  (Mention.) 


THÉORÈME  SUR  L'HYPERBOLE  ÉQU1LATÊRE. 

Si  une  droite  touche  aux  points  P,  R  respectivement,  deux 
hyperboles  équilatéres  qui  ont  le  même  centre  O  et  qui  se 
coupent  en  Q ,  les  trois  distances  OP,  OQ,  OR  formeront  une 
proportion  continue.  (Strebor.) 

PAR  M.  MENTION. 


Je  prends  le  rayon  central  OQ  commun  pour  axe  des  àt ,  une 
perpendiculaire  àce  rayon  mené  par  Je  centre  ppur  axe  des  j. 
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Si  d  est  la  longueur  de  ce  rayon  central ,  les  équations 
des  deux  hyperboles  sont  : 

jr'-fRrr— x*+d*  =  0,  y+B'xy—  x*+tr=0. 

Il  faut  faire  voir  que  *F=OP.OR. 
Soit  y-\-rx-\-s=0  l'équation  de  la  tangente,  etx^/, 
x'\  y"  les  coordonnées  des  points  P  et  R ,  on  a  : 

s(B— 2r)  ,         s(Br+2)       u  „        JAm 

W  4[r»-Br— 1]' 

La  condition  de  tangence  donne  : 

stQBr+l)=ld,(r>—  Br—  1)  (!) 

(t.  II ,  p.  108,) 

delà       ôP-4^+*>  et  5P-IJ^+i>- 
oeia       uf  _  ,,(B.+4)   et  on  _  ^(B»+4) > 

or  B  et  B'  sont  racines  de  la  même  équation  (1). 
La  théorie  des  fonctions  symétriques  donne  : 

(B,+4)(r+♦)=~(r'^-l)•;  ÔP.W=d*  et  OP.OBsT. 

Observation.  Ce  calcul  est  une  vérification  utile  et  profi- 
soire. 


NOTE 

mr  l'hyperbole  équilatère  circonscrite  à  un  triangle  et  suri* 
parabole  inscrite  à  un  triangle , 

FAR  M.  MEWTIOJT 

Théorème  I.  Le  point  de  rencontre  des  hauteurs  d'os 
triangle  inscrit  dans  une  hyperbole  équilatère  est  situé  for 
la  courbe.  Ce  théorème  résulte  du  suivant  :  < 
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«  Le  cercle  des  neuf  points  d'un  triangle  inscrit  dans  une 
»  hyperbole  éqailatère  passe  par  le  centre  de  l'hyperbole 
»  (voir  Nouvelles  Annales ,  t.  II ,  p.  43)  ;  et  inversement ,  si 
»  ce  cercle  passe  par  le  centre  de  l'hyperbole ,  que  deax  des 
»  sommets  du  triangle  soient  situés  sur  la  courbe,  le  troisième 
»  y  sera  aussi.  » 

Théorème  IL  Le  point  de  rencontre  des  hauteurs  d'un 
triangle  circonscrit  à  une  parabole  est  situé  sur  la  directrice 
de  cette  courbe.  Si  l'un  des  côtés  du  triangle  est  la  tangente 
au  sommet ,  la  proposition  se  démontre  aisément;  elle  sert 
de  lemme  pour  la  proposition  générale. 

Les  côtés  du  triangle  forment  en  effet ,  avec  la  tangente  au 
sommet,  un  quadrilatère  auquel  on  applique  le  théorème 
suivant  : 

«  Quatre  droites  situées  dans  un  même  plan  forment  quatre 
»  triangles,  dans  chacun  de  ces  triangles  existe  un  point  de 
»  rencontre  des  hauteurs  ;  les  quatre  points  de  rencontre  sont 
»  sur  une  même  droite.  » 

Il  n'y  a  donc  qu'à  démontrer  le  théorème  lorsque  l'un  des 
côtés  du  triangle  circonscrit  est  la  tangente  au  sommet  (fig.  45). 
Évidemment  le  point  de  rencontre  se  trouve  sur  une 
perpendiculaire  à  la  directrice.  Soient  MAB  le  triangle 
circonscrit,  et  I  le  point  où  la  hauteur  perpendiculaire  à 
la  directrice  rencontre  cette  dernière  ;  prouvons  que  AI  est 
perpendiculaire  à  MB  ou  parallèle  à  FB  ;  F  est  le  foyer  de 
la  parabole.  A',  B'  étant  les  points  où  FA,  FB  rencontrent  la 
directrice,  MA'=MB'=MF  ;  ainsi  I  est  le  milieu  de  A'B'  5 
dès  lors  AI,  joignant  les  milieux  A  et  I  de  deux  côtés  FA', 
A'B'  d'un  triangle,  est  parallèle  au  troisième  côté  FBB'.... 

c.  q.  f.  d. 

Note.  Démonstrations  analytiques  : 

Théorème  /.  Toutes  les  hyperboles  équilatères  circon- 
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scrites  à  ud  lrianglo  se  coupent  au  point  de  rencontre  des 
hauteurs  du  triangle. 

Démonstration.  Soit  ABC  le  triangle ,  prénom  ta  sommet 
A  pour  origine ,  la  direction  AB  pour  axe  des  +  x  t  les  coor- 
données rectangulaires,  et  faisons  AB=Ej  deqx  hyperboles 
équilatères  passant  par  les  points  A  et  B ,  auront  pour  équ*> 
tions: 

f+Bxr  —  ^1+D^+Ej:===0;y+B.r^--x,+iyir+Ev=50i 
donc  les  deux  autres  points  d'intersection  sont  situés  sur  la 
droite  x(B— B')+D— D'=0,  c'est-à-dire  sur  une  droits 
perpendiculaire  à  AB  ;  mais  G  est  un  point  d'intersection, 
donc  le  second  point  est  sur  la  hauteur  du  triangle  passant 
par  G  ;  de  même  sur  la  hauteur  passant  par  A,  etc.  c.  q.  f.  d. 

Théorème  IL  Les  directrices  de  toutes  les  paraboles  insorilsa 
k  un  triangle  passent  par  le  point  do  rencontre  des  hautain 
de  ce  triangle. 

Démonstration.  Soit  ABC  le  triangle,  prenons  A  pw 
origine ,  AB  pour  axe  des  +  x ,  BC  pour  axe  des  -\-y%  X& 
qualion  de  la  parabole  peut  être  mise  sous  la  forme  t 

py—tyqxy  +  q'x*— 2pjr—2qx  +  i=0i        (!) 
l'équation  de  la  directrice  est  : 

y(<l  +P cos  v) + Ap-\-q  cos  y)  -f-  cos  7 = 0.        (*) 
(t.  II,  p.  433.) 

Soit  #-+cr-f/=o  l'équation  de  la  droite  BC,  la  con- 
dition de  tangence  donne  : 

d/l  +  e/j,-de=0,  (3) 

éliminant  q  entre  (2)  et  (3),  on  a  : 

Rflyldcosy—  e)+x(d— ecûS7)]  +  d  [er+e.rc0S7+/cûS7]  ==0; 

or,  celle  droite  passe  constamment  par  le  point  d'intersection 

des  deux  droites  : 

tr(rfcoS7— e)-f  x{d— eccS7  =°ï  ^+«COSy+-/teûSyï=0. 


La  première  est  l'équation  de  la  hauteur  du  triangle  passant 
par  l'origine  A ,  et  la  seconde  est  l'équation  de  la  hauteur 
passant  par  B  ;  donc ,  etc.  Tm . 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  186  (t.  VII,  p.  240), 

FAB  M.  LUCIEN  GILLES , 

Élève  du  lycée  Monge.  C) 


En  chassant  les  dénominateurs ,  on  trouve  : 

(*— at)  (x— aj...  {x— an)b—  A/(x— «J  (x— a,)...  (.r— aj— 

— A,a(x— at)  (x— *,)...  (.r— flj— 

—  A^ix—a,)  [x—a,) . . .  (x— *  n_J  =  0. 

Si  n  est  impair,  en  faisant  successivement  : 

*=*,>  <*>,  *3)  <*4.. .<*„,  +  », 

on  trouve  n  variations  ;  donc  il  y  a  n  racines  réelles. 
Et  si  n  est  pair,  en  faisant  successivement  : 
J?=  — oo,  an  a„  ay..an, 
nous  trouvons  aussi  n  variations  ;  donc  dans  tous  les  cas,  il  y 
a  n  racines  réelles.  Les  racines  sont  rangées  par  ordre  de 
grandeur. 

Note.  Le  même  élève  et  M.  Mention  ont  envoyé  chacun 
***U5  bonne  solution  de  la  question  184.  Nous  les  donnerons 
Munies  prochainement.  • 

(*)  Pourquoi ,  dans  les  nouveaux  noms  donnée  cur.  collèges  de  Paris,  a-t-on 
0l*is  celui  de  Carnot?  Comme  géomètre,  il  occupe  un  rang  distingué;  comme 
Républicain,  il  est  unique,  n'ajant  jamais  encensé  les  autels  de  fiaal.  Bail! y, 
r**©iiier,  Condorcet  n'ont-ils  pas  autant  de  valeur  morale  et  scientifique  que 
Cb«rlemagne  et  Napoléon?  Si  l'on  a  conservé  ceux-ci  comme  chefs  de  nation, 
**urquoi  avoir  ôté  Louis-le-Grand ,  qui  a  donné  son  nom  au  siéple  le  plus 
•***bre  de  France,  par  tes  conquêtes  littéraires  et  par  ses  conquêtes,  territy- 
"*!«»  persistantes ,  productives ,  lei  seules  qui  soient  sensément  glorieuses. 
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NOTE 

sur  l'action  statique  de  la  force  dans  le  parallélogramm 
articulé  de  Watt  (Voy.  p.  68)  f). 


D'après  le  principe  des  vitesses  virtuelles ,  si ,  dam  no 
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(•)  M.  Babinet  ayant  eu  l'obligeance  de  nous  communiquer  la  démonstriti* 
le  la  formule  à  laquelle  il  est  fait  allusion  à  la  page  68  de  ee  volume,  m* 


de  la  formule  à  laquelle  il  est  fait  allusion  à  la  page  < 
nous  faisons  un  plaisir  d'en  faire  part  à  nos  lecteurs. 
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système  quelconque  en  équilibre,  on  produit  un  des  mouve- 
ments que  comporte  la  liaison  de  tous  les  points  du  système, 
de  manière  que  les  déplacements  des  points  d'application  des 
forces  soient  très-petits ,  on  aura  : 

ty+ P>'+P>' '+  etc.  =  0 , 

P,  F,  F',  etc.  étant  les  forces,  et  p>  p\  p",  etc.  les  projec- 
tions des  petits  espaces  parcourus  par  les  points  d'application 
de  ces  forces  sur  leurs  directions  respectives  ;  p,  p1,  p",  etc. 
étant  pris  positivement  quand  la  projection  tombe  dans  le 
sens  même  suivant  lequel  la  force  agit ,  et  négativement  dans 
le  cas  contraire. 

Par  exemple,  dans  la  position  rectanglcdu  parallélogramme 
de  Watt ,  soit  P  la  force  ascensionnelle  du  piston ,  Q  une 
force  dirigée  de  haut  en  bas  et  agissant  sur  un  arc  de  cercle 
ou  poulie  DE  à  une  distance  CD=r  du  point  C ,  et  mesurant 
ainsi  Faction  P  du  piston  qu'elle  équilibre.  Le  piston  agit  à 
une  distance  CA  =  R  du  point  ûxe  C.  Si  je  donne  un  mouve- 
ment angulaire  d*  inGniment  petit  au  bras  de  levier  AC ,  le 
point  A  parcourra  l'espace  R</u>  de  A  vers  B'  dans  le  sens  de 
la  force  P  ;  le  point  D  parcourra  un  espace  rdu>  dans  le  sens 
contraire  à  la  force  Q  ;  et  l'on  aura  : 


PRd»  —  Qrd*  =  0; 

d'où 

PR  =  Qr, 

ou  bien 

Q_R. 

P~7' 

c'est  l'équation  ordinaire  d'équilibre  du  levier. 

Pour  le  cas  où  le  point  d'application  de  la  force  ascension- 
nelle P  du  piston  est  en  B',  il  faut  calculer  la  hauteur 
AB'  =  A  en  fonction  de  l'angle  A'CA  =  &>,  et  ensuite  diffé- 
rencier l'expression  de  h  ;  c'est  ce  qui  est  très-simple. 

A*«.  di  Mathieu.  VII.  17 
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En  effet ,  en  supposant  rectilignc  et  verticale  la  course  BAB' 
de  l'articulation  sur  laquelle  agit  la  force  P,  on  a  : 

AW  =  A'M-A'N, 
A'M  =  Rsino>,  A'N  =  1/a'B»-B'iY; 
mais        BN  =  AM  =  AC  — MC  =  R-Rcos«, 
et  A'B'  =  AB  =  S; 

donc 


A'N  =  \/sa— Ra(l  —  coso>)>=r\/^1  —  (1  -  cosrfi 

ainsi  /*=Rsin«— R\/  en—  (1— cos»)\ 

Soit  maintenant  Q'  la  force  qui,  appliquée  au  bras  de  levier  r, 
ferait  équilibre  à  la  force  P  du  piston  agissant  dans  kl  mr 
Telle  forme  du  système  ;  on  aura  rd<*  pour  le  déplacement 
du  point  d'application  de  la  force  Q',  et  dh  pour  celui  de  |l 
force  P  ;  d'où  : 

Vdh— QVcfw  =  0. 

Mais ,  d'après  l'expression  de  h ,  on  a  par  la  différentiation  : 

,,      „  ,    ,  «    (l-cosw)sinwrfw 

<ta  =  Rcos«rf«+R— : —  ;-  ; 

donc 
PRcoso.A,+PR      (*~  «*»>*"«    -Al.<ywbasdl 
y/|-(l-coso.r 

L      \/£-(,-cosw)j 
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Mais  dans  la  position  rectangulaire  du  parallélogramme,  on 
avait  : 

_  .  (1— cos»)8in«  Q' 

le  coefficient  cos<H =  ~  exprimera 


Y/Ï-" 


■COSw)' 


donc  le  rapport  de  l'action  statique  Q'  du  piston  dans  une 
position  quelconque,  à  Faction  Q  qu'il  exerce  quand  le 
parallélogramme  est  rectangle. 

Quant  à  l'action  dynamique,  elle  dépend,  non-seulement 
de  l'intensité  de  la  force  modifiée  par  le  système  où  elle  est 
engagée,  et  du  chemin  que  parcourt  son  point  d'application , 
mais  encore  du  temps  employé  à  produire  le  déplacement  de 
ce  point. 

Note.  Pour  faire  une  application  de  la  formule  qui  pré- 
cède ,  il  faut  commencer  par  la  rendre  calculable  au  moyen 
des  logarithmes.  A  cet  effet ,  remplaçons  1  —  cos  cd  par 

a*in*r*>f  et  posons  : 

cos?  =  2-sina-«; 

il  *n  résultera 

Qr  ,  cos?sin«»      sin?  cosM  +  sin«cos<p 

^-  =  COS<H t =  : > 

Q  '       sut?  sui? 

Q^  _  SJQ(cp4-ft>) 

Q  ~~      sin<p 

Cela  posé,  soit  R=  2,515,   S  =0,762,  *»  =  17°  35'  30". 
(Nous  empruntons  ces  données  à  M.  de  Prony  :  Rapport  sur 
ks machines  à  vapeur  du  Gros-Caillou;  Paris,  1826.) 
On  tire  de  là ,  d'abord  ?=81°  7' 16",  d'où  H-*>=98°42'46", 

et  pat  suite  |  =  1 ,0005.*  (A  J#  „  Vjncent } 


ou 
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En  effet ,  en  supposant  rcctiligno  et  verticale  la  coug 
de  rarticulation  sur  laquelle  agit  la  force  P,  on  a    - 

AB'  =  A'M-A'N, 
A'M  =  Rsinw,  Ai\=1/a'B»- 
B'JV  =  AM  =  AC  —  MC  =  R-7\/^  *\f 

A'B'  =  AB  =  S;^\% 


ainsi 


Soit  maintenant  Q'  la  force|  lr\\  *\,\ 
ferait  équilibre  à  la  fore  Vk  t  \  *  " 
velle  forme  du  système;  \%^  \ 
du  point  dappliçalioa | 
force  P  j  d'où  :         *  * 


Mais ,  d'après  F' 

rfÀ=r 


.*  ccriai 


„ontre  1  de  m' m!" 
au  point  M ,  mais  con 
^ire  parallèle  à  m'W\  TI  c 
donc  ^int  le  centre  O  de  la  courbe  a 

PRr  *»  €eUc  droilc  est  le  diamèlre  ** 

^allèles  à  MN  ;  donc  le  point  I  est  mi 
.on  voit  que  si  Von  a  trois  points  m\  ml\  i 
jpe,  etc. 
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SOLUTION  GÉOMÉTRIQUE  DE  LA  QUESTION  151 

(voir  t.  VI,  p.  388). 


Élére  du  lycée  Charlemagnc  (classe  de  M.  Catalan  ). 


Supposons  m',  m",  m!"  sur  une  ellipse  ;  menons  par  kl 
points  m\  m"  des  tangentes  à  cette  courbe  que  nous  suppo- 
sons se  couper  en  T  ;  joignons  le  point  m"  au  point  ro"\  et 
par  le  point  T  menons  une  sécante  parallèle  à  la  corde 
rn"m!".  Cela  fait ,  si  l'on  joint  le  point  m!"  au  premier  point 
m\  la  ligne  de  jonction  m"' m'  passe  au  milieu  de  la  corde 
interceptée  sur  la  sécante  partant  du  point  T  et  parallèle  à 
m  m  . 

Fig.  46.  Soient  m\  m",  m"'  les  trois  points  sur  l'ellipse. 
Du  point  m!  je  mène  m'C  parallèle  à  m"m"\  Je  joins  m\  n/1-, 
Cm"  ces  deux  droites  vont  se  couper  en  un  certain  point  11. 
Si  de  ce  point  on  mène  MN  parallèle  à  m" m'1',  cette  droite 
sera  la  polaire  du  point  de  rencontre  I  de  m'tnn'  ayee  Cm"; 
la  droite  TI  est  la  polaire  du  point  M ,  mais  comme  la  po- 
laire du  point  M  doit  être  parallèle  à  m"m"\  TI  est  parallèle 
à  m'mm.  Si  Ton  joint  le  centre  O  de  la  courbe  au  pôle I  de 
la  droite  MN ,  cette  droite  est  le  diamètre  conjugué  des 
cordes  parallèles  à  MN  ;  donc  le  point  I  est  milieu  de  AB; 
d'où  Ton  voit  que  si  Ton  a  trois  points  m\  m",  m!'1  sur  une 
ellipse,  etc. 


\ 
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BIBLIOGRAPHIE. 


Cours  d'abithmétiqub  a  l'usage  des  élèves,  etc.,  par 
H.  Guilmin.  (Fin,  voir  p.  109.) 

Le  chapitre  VI  (p.  132-184)  traite  de  l'extraction  des 
racines  carrées  et  cubiques.  Le  point  si  épineux  des  approxi- 
mations est  développé  avec  soin  et  expliqué  avec  clarté, 
d'après  les  principes  contenus  en  divers  articles  dont  l'excel- 
lent professeur  a  bien  voulu  enrichir  les  Nouvelles  annales 
(t.  I,  p.  249,  487,  et  t.  IV,  p.  205)  ;  la  règle  pour  l'extrac- 
tion de  la  racine  carrée  contient  quarante-sept  lignes.  Les 
énoncés  fondamentaux  devant  être  confiés  à  la  mémoire ,  on 
ne  saurait  les  rendre  trop  courts.  Descartes,  dans  une  lettre 
8  Mersenne,  se  plaint  de  ne  pouvoir  retenir  la  règle  pour 
l'extraction  de  la  racine  cubique  ;  chaque  fois  qu'il  en  a  besoin, 
il  est  obligé  de  l'inventer,  et  il  prie  Mersenne  de  lui  épargner 
cette  fatigue,  en  ne  l'entretenant  plus  de  questions  d'arith- 
métique. 

Chapitre  VII  (p.  185-208).  Des  rapports  et  proportions. 
Noos  engageons  nos  lecteurs  à  consulter  l'exposition  philo- 
sophique qu'a  faite  M.  Gergonne  de  la  théorie  de  la  règle  de 
trois  {Annales,  t.  VII,  p.  117,  1816);  le  savant  géomètre 
établit  parfaitement  l'inutilité  scientifique  de  la  théorie  des 
proportions.  Toutefois,  fournissant  bon  nombre  de  pages, 
elle  est  utile  aux  auteurs. 

Chapitre  VIII  (p.  208-236).  Théorie  des  logarithmes.  Cor- 
respondance de  deux  progressions,  selon  l'idée  népérienne; 
nouvelle  preuve  que  la  méthode  d'invention  est  rarement 
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la  plus  simple.  Certes ,  l'exposition  exponentielle  d'Eulcr  est 
plus  facile,  plus  satisfaisante,  et  même  plus  exacte,  car  elle 
rend  raison  des  valeurs  multiples  des  logarithmes ,  de  l'ima- 
ginante des  logarithmes  des  nombres  négatifs  ;  ce  qu'il  serait 
très-pénible  de  déduire  de  la  méthode  des  deux  progressions 
conjuguées.  Mais  celle-ci,  on  doit  en  convenir,  a  le  même 
avantage  que  nous  avons  indiqué  ci-dessus  pour  les  propor- 
tions. 

Deuxième  partie,  applications  (p.  239*869)* 

Sous  le  titre  de  problèmes  et  questions  d'examen ,  Fauteur 
donne  le  système  métrique  et  diverses  applications  des  quatre 
règles,  de  la  règle  de  trois ,  de  l'intérêt  simple  et  composé, 
de  la  règle  de  société,  d alliage  et  de  change,  ce  qui  met 
les  élèves  intelligents  en  état  de  répondre  à  toutes  les  ques- 
tions d'arithmétique  commerciale  qu'on  fait  dans  les  exa- 
mens. Il  serait  à  désirer  que  les  données  fussent  toujours 
pratiques  et  puisées  dans  la  statistique  du  pays.  Le  Lilavati 
donne  des  règles  de  trois ,  de  cinq ,  de  sept  et  de  neuf.  Comme 
dans  ces  sortes  de  questions  il  s'agit ,  au  moyen  d'un  certain 
nombre  de  rapports  donnés ,  de  trouver  le  second  terme  d'un 
rapport  dont  on  connaît  le  premier  terme,  le  nombre  de 
données  est  donc  essentiellement  impair.  L'exemple  pour  la 
règle  de  sept  est  celui-ci  :  Si  8  écharpes  de  soie,  mesurant 
3  coudées  de  largeur  et  8  de  longueur,  coûtent  100  nishas, 

combien  coûtera  1  écharpe  de  3  -  coudées  de  long  sur  -  de 
large  (sect.  VI,  $82). 

Chapitre  IX.  appendice.  Ce  nom  convient-il  an  chaplttfc 
d'un  ouvrage?  Des  différents  systèmes  de  numération.  Ott 
trouve  ici  les  théories  des  fractions  périodiques  dans  un& 
base  quelconque. 

Chapitre  X.  Appendice.  Preuves  par  9  et  11 ,  oubliées  < 
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l'outrage;  divisibilité  par  7  ;  limite  du  plus  petit  nombre  de 
divisions  dans  la  recherche  du  p.  g.  c.  d.  et  sur  le  plus  pettf 
multiple  commun,  application  des  progressions  à  divers 
problèmes.  Enfin  l'ouvrage  est  terminé  par  les  méthode^ 
abrégées  de  l'auteur  sur  les  approximations  numériques  et 
paf  la  division  ordonnée  de  Fourier. 

Cet  ouvrage  annonce  partout  un  professeur  connaissant 
tons  1&  détours  des  examens  ;  aussi  il  sera  recherché  des  can- 
didats aux  diverses  écoles.  Le  style ,  reproduisant  les  expli- 
cations données  au  tableau ,  est  parfois  trop  verbeux  ;  (f  est 
un  défaut  dont  les  élèves  ne  se  plaindront  pas. 

Le  succès  que  l'arithmétique  de  M.  Guilmin  a  obtenu  dans 
un  grand  nombre  de  lycées  et  d'institutions  spéciales  a  été 
sanctionné  par  le  suffrage  universitaire.  Elle  a  été  autorisée , 
le  28  avril  1848,  par  le  conseil  de  l'instruction  publique 
pour  renseignement  des  lycées. 


THÉORÈMES  GÉNÉRAUX 

concernant  le»  équations  d'un  degré  quelconque  entre  un  nom* 
ire  quelconque  d'équation» ,  d'après  M.  Plucker,  professeur 
è  Bonn  (Crellc,  t.  XVI,  p.  47, 1S37),  en  français. 


I.  Lemme.  Une  équation  algébrique  complète  a  deux  va- 
riables, de  degré  n  à  ("+1|(/z+2)— 1=N  coefficients. 

IL  Théorème  I.  Si  Ton  donne  à  deux  quantités  variables 

successivement  N  — 1  couples  de  valeurs,  et  si  l'on  suppose 

que  ces  valeurs  satisfont  à  une  équation  quelconque   de 

(n— l)(/i— 2) 
degré  n  entre  les  deux  variables ,  il  y  aura , 
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nouveaux  couples  de  valeurs  qui  satisfont  à  la  même  équa- 
tion et  qui  dépendent  uniquement  des  couples  précédents. 

Démonstration.  Soit  Fn=0  l'équation  générale  de  degré  n 
entre  deux  inconnues  et  à  laquelle  satisfont  N — 1  couples 
de  valeurs  ;  toutes  les  équations  de  degré  n ,  auxquelles  ces 
mêmes  couples  de  valeurs  satisfont,  peuvent  être  représentées 
par  Fn+nfn  =  0 ,  où  p  est  un  coefficient  arbitraire  et  fn  une 
autre  fonction  quelconque  de  degré  n  ;  il  est  évident  que  les 
N— 1  couples  de  valeurs  satisferont  aussi  à  réquation/°,=0; 
or  les  deux  équations  Fw=0,  fn=0  admettent  #*'  couples 
de  valeurs  communes  et  pas  davantage ,  et 

n.=N_<+fr--*>f-2>. 

donc  l'équation  Fn=0  est  satisfaite  par  ^  *"~     non- 

veaux  couples  de  valeurs. 

III.  Théorème  IL  Si  Ton  connaît  N —  1  couples  des  ra- 
cines de  deux  équations  du  nèmtt  degré  entre  deux  inconnues, 

on  obtiendra  les — — —  couples  de  racines  restantes 

1 ."À 

sans  avoir  recours  à  ces  équations. 

Démonstration.  Eliminant  une  des  inconnues,  on  obtient 

une  équation  de  degré  rC   de  la  seconde  inconnue;  on 

..  ht  .  .  (n — iYn — 2)        .        .. 

connaît  N— 1  racines;  les  autres - racines dé- 

1.2 

pendent  donc  d'une  équation  de  ce  degré. 

IV.  Théorème  III.  Si  m  des  coefficients  de  l'équation  d'on 
degré  n  quelconque  entre  deux  variables  sont  donnés,  oo 
bien  encore  s'il  existe  m  équations  linéaires  entre  ces  coeffi- 
cients, il  suffira  de  connaître  N — 1  — m  couples  de  valeurs 
de  deux  variables  qui  satisfont  à  l'équation  du  ném*  degré 

....      (/*— l)(w— 2)  , 
pour  en  déduire  - -- -A- m  nouveaux  couples. 
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Démonstration.  N — 1  —  m  +  ("~l)(|"~2)+w=  n\ 

V.  Théorème  IV.  Si  l'on  connaît    (nq  -i^lfc^ J 

couples  de  racines  de  deux  équations  du  nim*  et  du  qème  degré 
entre  deux  inconnues,  n  étant  plus  grand  que  q  et  q  plus 

grand  que  2,  on  en  déduira  - — —^ couples  des  racines 

restantes  sans  recourir  aux  équations  proposées,  en  fonction 
des  racines  connues  et  par  la  résolution  de  deux  équations 

dadegréfr-1^-2*. 

Démonstration,  Parmi  les  N — 1  couples  de  valeurs  qui  sa- 
tisfont à  l'équation  Fn=09  choisissons  à  volonté  : 

(p-iYp— 2) 
2 

couples  qui  déterminent  complètement  une  équation  de 
degré/?,  représentée  /p=Q;  supposons  «=/>+?,  les 
couples  sont  au  nombre  de 


N-i-[l£±l^±H>-i]=^-^: 


2 

Supposons  que  ces  couples  restants  satisfassent  à  une  équation 
de  degré  q  ou  à  yq  =  0;  or  les  équations  F»  =  0,  <p<ç)=0 
ont  en  commun  nq  couples  de  racines  ;  donc ,  etc. 

VI.  Lemme.  L'équation  générale  du  degré  /*  entre  trois 

inconnues  contient     -  '--■•  -  '  -  ^--'~-  — 1  =N  constantes. 

1.2.3 

VII.  Théorème  V,  Si  Ton  donne  à  trois  quantités  variables 
successivement  N  —  1  groupes  de  valeurs  quelconques ,  et  si 
Ton  suppose  que  ces  variables  satisfont  à  une  équation  géné- 
rale du  ném*  degré  entre  les  trois  variables,  il  y  aura  une  in- 
finité de  tels  groupes ,  dépendant  uniquement  des  groupes 
donnés,  qui  satisferont  tous  à  cette  même  équation. 


—  266  — 

Démonstration.  Car  cesN— 1  groupes  déterminent  tons 
les  coefficients  en  fonction  d'an  seul ,  qui  reste  indéterminé. 

Y]  II.  Théorème  VI.  Si  Ton  donne  à  trois  quantités  via- 
bles successivement  N — 2  groupes  de  valeurs,  et  si  l'on 
suppose  que  ces  groupes  satisfont  à  une  équation  quelconque 
du  n*1**  degré  entre  les  trois  variables,  il  y  aura  toujours 
a5— ' If +2  nouveaux  groupes  de  valeurs  et  dépendant  uni- 
quement des  groupes  donnés ,  qui  satisferont  à  cette  même 
équation. 

IX.  Théorème  VII.  Si  Ton  connaît  N— 1  groupes  de  ?i- 
leurs  qui  satisfont  en  môme  temps  à  deux  équations  dit  fi** 
degré  entre  trois  inconnues ,  Ton  obtiendra  une  infinité  de 
tels  groupes  sans  avoir  recours  aux  deux  équations  proposées. 

X.  Théorème  VIII.  Si  Ton  connaît  (N — 2)  groupes  de  ra- 
cines de  trois  équations  données  du  nème  degré  entre  trois 
inconnues,  Ton  en  déduira  les  (/t3— N-f  2)  groupes  de  racines 
restantes  sans  avoir  recours  aux  équations  données. 

XI.  Théorème  IX.  Si  parmi  les  coefficients  de  l'équation 
générale  du  nème  degré  entre  les  trois  variables ,  il  y  en  a  m 
de  donnés ,  ou  bien  encore  si  m  équations  linéaires  de  condi- 
tion ont  lieu  entre  ces  coefficients ,  il  en  résultera  : 

f#Quc  N  —  m — 1  groupes  donnés  des  trois  variables  qui 
vérifient  l'équation  générale  en  comportent  un  nombre  infini» 

2°  Que  AT  —  m  —  2  groupes  donnés  en  comportent 
h3 — N-f-wi+2  groupes  nouveaux. 

XII.  Théorème  X.  Si  Ton  connaît 

(i»-H)(/»+2)(;i+3)      (n-q+i)(n-q+2)(n— q+3) 
1.2.3  1.2.3 

groupes  de  trois  valeurs  qui  satisfont  en  même  temps  à  deux 
équathns  entre  trois  variables,  don!  i'une  s'élève  au  degré/» 
et  l'Autre  au  degré  y,  l'on  en  dé.luira  une  infinité  île  pareils 
groupes  sans  avoir  recours  à  ces  équations. 
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XIII.  Théorème  XL  Si  Ton  connaît 

(»+1)(»+2)(n+3) 


12.3 

(fr^+lXrt-~7-f2)(w+<7+3)    (;i— 5+1  )(«— *+2)  (rt— *+3) 


1.2.3  1.2.3 

groupes  des  racines  de  trois  équations  entre  trois  inconnues  et 
dont  les'degrés  s'élèvent  respectivement  à  »,  q  et  5 ,  Ton  en 
déduira  tous  les  autres  groupes  sans  avoir  recours  aux  trois 
équations  proposées. 

Observations.  Les  deux  derniers  théorèmes  se  démontrent 
comme  on  a  fait  pour  le  théorème  IV. 

XIV.  Lemme.  Le  nombre  des  coefficients  d'une  équation 
de  degré  n  entre  g  variables  est  : 

S.==/xs4-— — .  — .— - k  etc. 

•      ^n ÎJ^     1.2     T        1.2.3  1.2.3        T 

XY.  Si  parmi  les  coefficients  de  l'équation  générale  du 
i*1"  degré  entre  g  variables  il  y  en  a  m  de  donnés,  il  en  ré- 
sultera : 

i#  Que  si  8n — /»—(«■— A)  groupes  donnés  de  g  variables, 
qui  vérifient  l'équation  générale ,  en  comportent  un  nombre 
infini  de  pareils  groupes ,  de  sorte  que  dans  tous  ces  groupes 
Ton  peut  prendre  à  volonté  les  valeurs  de  (/*— 1)  des  g  va- 
riables, où  h  est  un  nombre  arbitraire  >  1  et  <Cg; 

2°  QueSw— wr—  (g — 1)  groupes  donnés  en  comportent 
n9 — s -{-m -{-g — 1  groupes  nouveaux. 

XVI.  Théorème  général.  Si  Ton  connaît 

s» — S(n-j>) — S(»-g)...  — Q§r—  i) 

groupes  de  racines  de  g  équations  entre  g  inconnues ,  et 
S'élevant  respectivement  aux  degrés  n,/?,  q...,  Ton  en  dé- 
duit tous  les  autres  sans  avoir  recours  à  ces  équations  qui 
restent  complètement  déterminées. 


—  268  — 


THÉORÈME  ARITHMOLOGIQUE  DE  M.  STEINER, 

démçntrépar  M.  Jacobi  (Crelle,  t.  XIV,  p.  64, 1835). 


Théorème* p  est  un  nombre  premier;  a,,  a,....a4  sont  * 
nombres  non  divisibles  par  p  et  laissant  n  résidas  différents  ; 
la  somme  des  combinaisons  avec  répétition  de  la  cime 
p  —  r  de  ces  n  éléments  est  divisible  par  p  lorsque  r  >  1  et 
<»  — 1.  ; 

Démonstration.  Soit  (at—  at)(at— «,).... (a,— aJ=A,f 

(«.— *  «)  (* .—  **)•  ••  •(*.— <0 = A,, 


Ainsi  A, ,  A, ....  AM  ne  sont  pas  divisibles  par  p. 
Si  l'on  pose 

1  P        F        F' 

on  sait  que  PCm)  est  la  somme  des  combinaisons  avec  répéti- 
tion de  la  classe  m  des  n  éléments,  a,,  a an. 

On  a  aussi  l'expression  connue 


Af  A,  A^ 

et  lorsque  it=Oou<n-lî  on  a  : 


t+x+-t+--t=0- 

Faisons  n+m— 1  =sA+^(y9 — 1  ) ,  ou  m=*+p(/> — 1)— {»—!), 
ou  «•<?(/>  —  !);  alors,  d'après  le  théorème  de  Fermât, 
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divisés  par  /?,  laissent  les  mêmes  résidas  que 

„Jk      „  k  M  k  . 

a,  ,  a,  ....*«  ; 
donc  le  produit  A,A, ....  AnP(«)  laisse  le  même  résidu  que 

A^ A«(5:+£+ ••••+£)• 

Or  ce  produit  est  nul  ;  donc  Fm)  est  divisible  par  p.  Posons 
0=1,  et  faisant  k  successivement  égal  à  0, 1,2, 3. .../*— 2 , 
oo  a  le  théorème  énoncé  ;  en  prenant  pour  p  un  nombre 
entier  positif  quelconque,  on  a  un  énoncé  plus  général. 


RECUEIL  DE  FORMULES 

relatives  aux  fonctions  circulaires  et  logarithmiques.  Suite 
(voir  t.  V,  p.  413). 


Trigonométrie  sphèrique. 

83.  Sin^a cos -  6sin C  =  sini  c  cos(P-À)  ;  P=i(A+B+C)j 

SI  A  A  A 

fournit  cinq  autres  (*). 

84.  Cos-a cos-&sinC  =  cos-ccos(P— C)  fournitdeuxautres. 

M  A  A 

85.  Sin-asin-6sinC=cos-csinP  id. 

À  À  À 

86.  Sini(o+6)sinic=siniccosJ(A-B). 

A  À  A  A 

87.  Sin-(a— 6)cos-C=sin--csin-(A— B). 

A  2s  A  A 


(*)  Les  formule*  83,  84,  85  sont  dues  à  M.  Scbmeisser,  profesteur  à  Frane- 
fort-sur-1'Oder  (  Crelle,  t.  X,  p.  146  ),  et  les  formules  86,  87, 88, 89,  àDelambrt 
(  Connaissance  des  temps  dt  1809 ,  p.  45,  publiée  en  i*07  ). 
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88.  Cosi(<z— &)co4>C=co4csin-(A+B). 

89.  Cos-(a+6)sin-C=cos-cco»-(A4-B). 

A  À  A  A 

90.  4  sin  a  sin  6  sin  c  =  sin  2a -f"  sin2£  +  sjnSk ,  lorsque 

91.  ±-ir=cos.r—  -cos3x+-cos5x— -cos7x+elc,  (I* 

4  3  5  7 

signe  +  ou  —  selon  que  coe  x  est  positif  ou  négatif. 

92.  Cosx=n± 

4/1     ,  cos2.r      cos4x      cos6x      cos8x  y     \ 
*\J^  +  "T3  3J  +  T7  tJ"+'T 

««    r.    .  ,  8/cos.r  ,  cos3r     cos5x  f  cos7x        \ 

93.  Cos x  =  zh-(  — —  -4 .— — ...I. 

irVi.1.3M.3.5       3.5.7^5.7.9  / 

94.  Cossx=±: 

12/     1  2cos2x      2cos4x     2cos6jc  \ 

~TUi. 1.3  ^  1. 1. 3.5  ^  1.3.5. 7_3.5. 7.9  "'"''' ]' 

Observation.  Ces  quatre  formules  ont  été  données  par 
M.  Kummer ,  dans  un  mémoire  extrêmement  remarquable 
sur  la  manière  de  développer  d'une  infinité  de  manières  en 
série  les  puissances  de  sin  x  et  cos  x  (Crelle ,  t.  XIV,  p.  121, 
1835);  mais  Fourier  a  déjà  donné  les  formules  91  et  M 
dans  la  Théorie  de  la  chaleur  (p.  175 ,  1822). 

95.  Sin  (w  —  x)  sin  {y  —  z)  +  sin  (w  —y)  sin (z  —  x)  -f 

-j-  sin  (iv  —  z)  sin  [x  —y)  =  0. 

Observation.  En  ôtant  partout  le  root  sinus ,  on  obtient 
une  identité  entre  les  six  différences  de  quatre  quantités. 

M.  Jacobi  a  trouvé  la  magnifique  identité  suivante  pour 
les  fonctions  elliptiques  : 

sin  am  (w— x)  sin  a  m  (  y—z)  -f-  sin  am  (w—y)  sin  am  (z — x)  -f 
-j-sina//z(i>— z;-sin<z/u(.r  »y)  -f- k^\nam{w — x)smam(y— z) 
•in am^v—jr)  sin<zm(z — .r)  sinam  (^ — z)  sina/ft(.r— ; y)  =0; 
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sait  que  am  signifie  l'amplitude  ou  l'angle  <p  dans  l'inté- 

ilc  I —      ?         où  k  est  le  module  (Crelle,  t.  XV, 
200,  1835). 

D6.  Sin x  sin^-+ sioc  sin(s-{-j:-["^)=::  «n(*+*)  sin(z+^). 
sin  am  (x)  sin  am  (y)  +  sin  am  (z)  sin  am  (z-\-x  -\-y)  — 

—  sinam  (z  -}-  x)  sin  a  m  (z  -\-y)  = 
uim(x)s\nam(y)$mam(z)smam(z+x)s\Mm(z+y)$\nam(+x-ty). 

97.  Tangx  tangj-  +  tangz  tang^  (z  -f-  x  +y)  — 

—  tang  (z  +  x)  tang  (z  +^)  = 
t ang  x  tang^  tangz  tang  (z +x)  tang  (z-f-jO  tang  (*-hr-f^). 


SUR  L'EXTRACTION 

ine  racine  du  binôme  \/a:±  V/b,  d'après  M.  J.  Plana  , 
d  ZYirm  (Crelle,  t.  XVH,  p.  331 ,  1837),  en  français. 


I.  Soient  A'=a,  B'=6  ;  A1  et  B*  sont  deux  nombres  ra- 
nmels  entiers ,  et  A*  >  B3  ;  il  s'agit  d'extraire  la  pacfpMe 

gré  n  du  binôme  AdbB;  j'écris  Ç^AztB  =  —JL  et  on 

garde  p  comme  un  nombre  entier,  ainsi  que  les  carrés  x* 
y.  Ceci  admis,  on  a  nécessairement  les  deux  équations: 

OÙ 

•_7*ss4p'(A'--B>;  J?1V=2[|^(A+B)>+  »>{ A— Bft>]. 
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Soit 

Aa-B,  =  ^.3a'.5fl".7w"..., 
et  prenons  : 

p  ==  2,l~a.3,i~a'.5n"'B".7,,~a,"..., 
on  aura  : 

(A1—  B>=(2.3.5.7...r  =  ^; 

.    par  là  les  nombres  entiers/?  et  r  sont  connus.  Posons  : 

on  déduit  •. 

x=|/H^;  r=^*-2r  et  ^b^^*-*. 

2V~p 

il  faut  donc  pour  que  cette  extraction  soit  possible  que  z  Mit 
on  nombre  entier. 

Faisons  : 


=  (A'+B>j    y/£-p  =  a/>AB} 


a 
2 
oa  bien  : 

*=2/7(A'  +  B');    p=^(A--BY  =  ^i    .f 
alors 


Cette  forme  nous  apprend  que  z  est  racine  d'une  équation* 
Moivre  de  degré  n,  et  on  aura  pour  déterminer  a  l'équation 

a^-n^+^^z»-*     »(»-'X»--V4.,,      (2) 
~     1.2  1.2.3 

Si  7i  est  impair,  le  second  membre  est  divisible  par  zt& 
r  doit  être  un  facteur  du  nombre  entier  a;  pour  le  trouter 
rapidement,  on  calcule  avec  une  table  de  logarithmes  te 
deux  parties  de  la  valeur  dcz  de  l'équation  (1),  en  ayant  soin 
do  faire  ce  calcul  avec  plusieurs  chiffres  décimaux  ;  ensuite 
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on  voit  si  l'addition  de  ces  deux  nombres  donne  un  nombre 
entier  avec  une  grande  approximation ,  et  l'équation  (2)  ser- 
vira à  vérifier  ce  nombre.  Ce  procédé  sert  aussi  à  indiquer 
l'impossibilité  de  l'extraction  de  la  racine  demandée,  en 
donnant  une  fraction  fort  éloignée  de  l'unité  pour  la  somme 
des  deux  parties  décimales. 

Si  n  est  pair,  le  second  membre  de  l'équation  (2)  est  divi- 
sible par  z1  ;  en  sorte  que,  en  admettant  qu'elle  eût  des  ra- 
cines commensurables ,  on  en  pourrait  tirer  une  valeur 
-entière  pour  z*  ;  mais  alors  la  racine  de  ce  nombre ,  s'il  n'est 
pas  un  carré  parfait,  ne  serait  pas  un  nombre  entier;  ce 
qui  empocherait  d'avoir  pour  x*  et  y  des  nombres  entiers. 

Exemples  : 

1^16  1^64 

II.  Newton  a,  le  premier,  traité  cette  question  et  donné 
une  règle  (Arithmétique  universelle  9  t.  II,  p.  116-121,  de  la 
traduction  deBeaudeux,  1802). 

-  Euler  a  élevé  des  objections  contre  cette  règle  dans  son 
mémoire  intitulé  :  De  extractione  radicum  ex  quantitatibus 
irrationalibus  (Comm.  Petrop.,  XIII,  1751).  Le  but  du  tra- 
vail du  célèbre  professeur  de  Turin  est  de  montrer  que  les 
objections  sont  fondées  et  à  quoi  elles  tiennent. 


PENSÉES  DE  D'ALEMBERT 

sur  divers  sujets  de  mathématiques. 


I.  Sections  coniques.  La  théorie  des  sections  coniques  doit 
être  précédée  d'un  traité  qui  contiendra  les  principes  géné- 
raux de  l'application  de  l'algèbre  aux  lignes  courbes.  Ces 

▲H*.  DB  àUTHÉM.  vu.  18 
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principes  généraux  consisteront  :  1°  à  expliquer  comment  on 
représente,  par  une  équation,  le  rapport  des  abscisses  anx 
ordonnées  *,  2°  comment  la  résolution  de  cette  équation  fait 
connaître  le  cours  de  la  courbe ,  ses  différentes  branches  et  ses 
asymptotes  ;  3°  à  donner  la  manière  de  trouver  par  le  calcul 
différentiel  les  tangentes ,  les  points  dp  maximum  et  de  mini- 
mum ;  4°  à  enseigner  comment  on  trouve  l'aire  des  courbes 
par  le  calcul  intégral;  par  conséquent  ce  traité  contiendra 
les  règles  du  calcul  différentiel  et  intégral ,  au  moins  celles 
qui  peuvent  être  utiles  pour  abréger  un  traité  des  secliops 
coniques.  Quelques  géomètres  se  récrieront  peut-être  ici  sur 
l'emploi  que  nous  voulons  faire  de  ces  calculs  dans  une 
matière  où  Ton  peut  s'en  passer,  mais  nous  les  renvoyons  à 
ce  que  nous  avons  dit  sur  ce  sujet  au  mot  Ellipse.  Nous 
y  avons  fait  voir  par  des  exemples  combien  ces  calculs  sont 
commodes  pour  abréger  les  démonstrations  et  les  solutions, 
et  pour  réduire  à  quelques  lignes  ce  qui  autrement  occupe- 
rait des  volumes.  Nous  avons  donné  d'ailleurs  au  mot  Diffé- 
rentiel la  métaphysique  très- simple  et  très-lumineuse  des 
nouveaux  calculs ,  et  quand  on  aura  bien  expliqué  cette 
métaphysique ,  ainsi  que  celle  de  l'infini  géométrique  (voy. 
Infini),  on  pourra  se  servir  d'infiniment  petit  et  d'infini  pour 
abréger  les  expressions  et  les  démonstrations  (*). 

II.  Ellipse....  Pour  démontrer  que  les  parallélogrammes 
formés  autour  des  deux  diamètres  conjugués  sont  égaux, 
imaginez  un  diamètre  infiniment  proche  d'un  des  conjugués , 
et  ensuite  imaginez  le  conjugue  à  ce  diamètre  infiniment 
proche  ;  achevez  les  deux  parallélogrammes,  ou  plutôt  le  quart 
de  ces  parallélogrammes,  vous  verrez  à  l'instant,  et  pour 
ainsi  dire  à  l'œil,  par  le  parallélisme  des  tangentes  aux  dia- 
mètres conjugués ,  que  ces  deux  parallélogrammes  infiniment 
proches  sont  égaux  ;  leur  différence ,  s'il  y  en  avait ,  ne  pou- 

(*)  Géométrie  ,  Encyclopédie,  t.  VII,  p.  638, 1757. 
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▼Mt  4tra  qu'infiniment  petit*  du  second  ordre  par  rapport  à 
eux.  Donc ,  etc. 

Pour  démontrer  maintenant  que  la  somme  dos  carrés  des 
diaqrèlres  conjugués  est  constante,  conservei  la  môme  figure, 
appelés  a  un  des  demi-diamètres,  6  son  conjugué,  a-\-da\e 

li-diamétre  infiniment  proche  de  a,  b—db  lo  demi-dia- 
i  ooojugué)  il  faut  donc  prouver  que 

af  +  b'^a'  +  ïada  +  b*  —  2bdb  ou  ada  =  bdb\ 

or,  traçant  du  centre  de  l'ellipse  et  des  rayons  ay  b  deux 
petits  arcs  de  cercle  x ,  z ,  on  verra  d'abord  évidemment  que 
les  deux  quarts  d'ellipse  renfermés  entre  les  demi-diamètres 
conjugués  sont  égaux,  et  qu'ainsi  ax=bz-9  or  x  est  à  da  et 
*  est  k  db9  comme  le  sinus  de  l'angle  des  diamètres  est  au 
cosinus  du  même  angle.  Donc  x\da\\z\db\  donc,  puisque 
0x =&*,  on  aura  ada=bdb, 

On  objectera  peut-être  que  ces  deux  démonstrations  sont 
tirées  de  la  considération  des  quantités  infiniment  petites, 
c'est-à-dire  d'une  géométrie  transcendante  supérieure  à  celle 
des  sections  coniques.  Je  réponds  que  les  principes  de  cette 
géométrie  sont  simples  et  clairs ,  et  qu'ils  doivent  être  pré- 
férés dès  qu'ils  fournissent  le  moyen  de  démontrer  plus  aisé- 
ment. En  effet,  pourquoi  ne  mettrait-on  pas  à  la  tête  d'un 
traité  des  sections  coniques  des  principes  de  calcul  différentiel, 
lorsque  ces  principes  simplifieront  et  abrégeront  les  démons- 
trations? J'ose  dire  que  l'opinion  contraire  ne  serait  qu'un 
pr^jw^mal  fondé;  il  y  a  cent  raisons  pour  la  détruire,  et  pas 
om  pour  la  soutenir.  Les  principes  de  la  géométrie  infinité- 
simale étant  applicables  à  tout,  on  ne  saurait  les  donner  trop 
tôt,  et  il  est  bien  aisé  de  les  expliquer  nettement. 

La  manière  dont  nous  venons  de  démontrer  l'égalité  des 
parallélogrammes  circonscrits  à  l'ellipse,  a  donné  occasion  à 
M.  Euler  de  chercher  les  courbes  qui  peuvent  avoir  une  pro- 
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priété  semblable.  Mémoire  de  Berlin,  1745.  (Article  Ellipse, 
Encyclopédie,  V,  1755.) 

Note.  Parlant  d'an  certain  problème  d'hydrodynamique , 
Euler  dit  :  Puisque  ce  problème  a  résisté  à  d'Alembert,  la 
solution  doit  dépasser  les  bornes  de  l'esprit  humain.  Noos 
voyons  que  cet  homme  hors  rang,  illustre  ami  de  Voltaire, 
et,  à  l'instar  de  ce  puissant  génie ,  défenseur  intrépide  de  la 
raison  et  du  bon  sens ,  nous  voyons  qu'il  conseillait  il  y  a  près 
d'un  siècle  l'introduction  du  calcul  infinitésimal  dans  l'ensei- 
gnement élémentaire  ;  et  toutefois ,  en  1848 ,  ce  calcul,  non- 
seulement  n'est  pas  admis,  mais  est  encore  superstitieusement 
repoussé,  à  tel  point  que  beaucoup  de  professeurs  ignorent  ce 
calcul  ,  que  le  grand  nombre  l'oublie,  et  qu'une  classe  entière 
desavants,  les  médecins  et  chirurgiens,  n'en  entendent  jamais 
parler  et  restent  ainsi  complètement  étrangers  aux  lois  dyna- 
miques, qui  occupent  une  place  si  importante  dans  le  jeu 

des  fonctions  vitales.  L'Université,  devenue  républicaine, 
modifiera-t-ellc  son  système  d'éducation  nationale,  si  dé- 
fectueux dans  la  partie  scientifique,  si  stérile  (*)  dans  la 
partie  littéraire?  Je  l'espère  peu.  La  commission  formée 
pour  réformer  les  hautes  études  l'entreprendrait ,  qu'elle  n'y 
réussirait  pas;  en  France,  il  est  plus  facile  de  changer  dix 
formes  gouvernementales  qu'une  seule  forme  pédagogique. 
Des  préjugés  mensuellement  émargés  sont  inexpugnables. 


(0  Les  langues  mortes  s'apprennent  en  lisant  continuellement  les  bons  au- 
teurs d'un  bout  à  l'autre,  et  en  écrivant  peu  :  c'est  le  contraire  dans  nos  col- 
lèges. Les  élèves  écrivaillent  sans  cesse,  lisent  peu,  et  toujours  fragmentaire- 
ment.  Deux  années  d'applicalion  suffisent  pour  savoir  l'allemand,  idiome  très- 
difficile,  et  nous  mettons  dix  années  a  ne  pas  apprendre  le  latin,  langue 
comparativement  très -facile.  C'est  que  la  division  en  classes  de  7%  6e,  5«,etc, 
excellente  pour  donner  de  l'emploi  a  un  nombreux  personnel ,  sert  aussi  à  dé- 
penser le  temps  de  la  manière  In  plus  stérile  du  monde.  Rendons  grâces  à  la 
Providence  de  ce  qu'elle  s'est  chargée  d'apprendre  à  parler  à  nos  enfants.  L'U- 
niversité se  serait  emparée  sans  conteste  de  cette  besogne  ,  et  y  aurait  infailli- 
blement appliqué  son  système  de  classes.  J'ai  la  conviction  que  nos  enfants 
seraient  parvenus  à  l'âge  de  dix  ans  sans  savoir  parler 
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DISCUSSION 


d'une  conique  donnée  par  une  équation  enveloppe  ou  aux 
ordonnées  linéaires  de  Plûcker  (v.  p.  10),  et  applications 
des  problèmes  sur  les  enveloppes  des  cordes  de  coniques. 


I.  Théorème.  SQ\tpy-\-qx=i  (1)  l'équation  d'une  droite» 
et  */>*+  */>?  +  c9*+  dp-\-eq  -\-f=  0  (2)  la  relation  entre 
p  et  q ,  cette  relation  est  l'équation  enveloppe  d'une  conique. 

Démonstration.  .  Posons  l'équation  hexanome  ordinaire 
d'une  conique ,  7  étant  l'angle  des  axes  ;  pour  que  la  droite 
(1)  soit  tangente  à  cette  conique ,  et  considérant  que  p  et  q 
sont  les  valeurs  réciproques  des  coordonnées  à  l'origine,  on 
doit  avoir  la  relation 

/>*—  2npq+lq%—2Kp—2kq  +  m=0   (3)   (t.  H,  p.  108). 

Or  on  peut  identifier  les  deux  équations  (2)  et  (3) ,  ce  qui 
donne  .- 

c.  q.  f.  d. 

II.  Problème.  Etant  donnée  l'équation  enveloppe  d'une 
conique,  trouver  l'espèce. 

Solution.  Soit  (2)  l'équation  enveloppe  donnée  de  la  co- 
nique, on  a  les  relations  d'identité 

A  =  -ÛT'    C=~4L~5    B il ' 

Substituant ,  au  lieu  de  k,  k,  /,  l,  n  leurs  valeurs  déduites 
des  relations  (4),  il  vient  : 


-  i7g  — 

t      m'(e'— 4c/)  mV-W) m'(rfe-4fr/) 

16/'L       '  16/"L       5  SfL      ' 

d'où 

B '-  4AC  =  g^  [(de-  4ft/)'-  (c*-  4c/)  (*-4a/)]  = 

-  $£• [ae'-  érf<s+ ^+^'-^3  =  6^^ 

Cette  expression  permet  de  déterminer  l'espèce  de  la 
conique. 

1°  Si  /=  0 ,  c'est  une  parabole. 

2°  Si  L,  =  0  et  b*—\ac  pas  négatif,  alors  l'équation  (2) 
est  décomposable  en  facteurs  rationnels ,  et  chacun  de  ces 
facteurs  a  pour  enveloppe  un  point  {p.  t.  I,  p.  491)  j  ri 
L,  =  0  et  b* —  kac  <  0 ,  l'équation  ne  représente  rien.  Si 
d  =  e  =f=  6a—  Kac  =  0 ,  alors  l'équation  se  réduit  à  un 
facteur  carré ,  et  l'équation  représente  un  point  double. 

3°  Si/L,  est  positif,  la  conique  est  une  hyperbole,  et  si 
fht  est  négatif,  c'est  une  ellipse. 

Observation.  Nous  avons  désigné  la  fonction  f>ar  L, ,  parte 
que  sa  formation  est  analogue  à  celle  de  la  forietkw  L  tes 
l'équation  hexanome  ordinaire. 

III.  Si  Ton  désigne  par  x  et  y  les  coordonnées  du  centre, 

a  —  d 

*=-Tr  *=-#* 

ainsi  dp-\-eq-\-  9f=  o  est  l'équation  enveloppe  du  centre. 

IV.  Problème.  Un  triangle  a  deux  sommets  fixes  sur  une 
conique  donnée;  le  troisième  sommet  décrit  une  seconde 
courbe  donnée  dans  le  plan  de  la  conique  ;  celle-ci  est  coupée 
par  les  côtés  mobiles  du  triangle  en  deux  points.  Trouver 
l'équation  enveloppe  de  la  droite  qcri  joint  les  deux  points. 

Solution,  désignons  par  2/* la  longueur  du  côté  du  triangle 
inscrit  dans  la  conique  ;  prenons  ce  côté  pour  axe  des  x ,  et 
son  milieu  pour  origine ,  et  une  droite  de  direction  qmêi- 
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conque  pour  axe  dcs^  ;  soit  F(X,  Y)  =0  l'équation  de  la 
courbe  donnée  sur  laquelle  se  meut  le  sommet  mobile.  Un 
calcul  facile  donne  pour  le  système  des  deux  côtés  mobiles 
du  triangle,  l'équation  suivante  : 

y (X*—  r')  —  2XY^r  +  Y^'+  2iT>_iTT»«=  0 ,    (1) 
qui  se  vérifie  d'ailleurs  en  faisant  d'abord  x  =  X  et^  =  Y, 
et  ensuite  en  faisant  y  =  0 ,  x  =  ±  r ,  la  conique  qui  passe 
par  les  sommets  fixes  a  nécessairement  une  équation  de  cette 
forme  .- 

'       Ay+Bxy  +  x'+Vy-^O;  (ft) 

A,  B,  D  sont  trois  constantes. 

Retranchant  l'équation  (1)  de  l'équation  (2)  multipliée  par 
y  et  ôtant  du  reste  le  facteur  commun ,  il  vient  : 

y{Ay-X*+r')+Yx{BY+2X)+Y(DY-2r7)  =0  ;  (3) 

le  facteur  b\è  y  correspond  k  l'équation  y  —  0,  équation 
dû  côté  fixé ,  corde  commune  au  triangle  et  à  U  coniqtté  ;  et 
l'équation  (3)  correspond  à  la  seconde  corde  commune  et 
tarfable  ;  doriftoitf  h  cette  dernière  équation  la  forme  py  + 
-f-  qx=  1,  on  obtient  : 

Y(B-f-D7)  +  2X  —  2y/*=0,  (4) 

Y ( A  +  Dp)  -  X'—  2/7/-T  +  /*  =  0.  (5) 

Éliminant  X  et  Y  entre  ces  deux  équations  et  l'équation 
F(X,  Y)  =  0,  on  obtient  une  relation  entre  p  et  q ,  qui  est 
réquation  enveloppe  cherchée. 

V.  Problème.  Mêmes  données  qu'au  problème  précédent. 
Trouver  la  courte  telle  que  l'enveloppe  de  la  corde  mobile 
Mit  une  conique. 

Solution.  On  a  : 

_AYa—  X'du*  BY'  +  2XY 

'""    Y(2r>— DY)    J     q~  Y(2r'— DY) 
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Pour  que  l'enveloppe  soit  celle  d'une  conique,  on  doit  avoir  : 

*p*+  bPi  +  c?+  dP + e(Hf=  °  ; 

mettant  à  la  place  de  p  et  de  q  leurs  valeurs  respectives,  on 
parvient  à  une  équation  du  4e  degré  en  X  et  Y,  à  laquelle  il 
ne  manque  que  des  termes  en  X3  et  en  X  pour  être  complète. 
Or  elle  ne  renferme  que  cinq  indéterminées  ;  elle  ne  saurait 
donc  représenter  une  courbe  quelconque  de  son  espèce. 

VI.  Théorème.  Mêmes  données.  Si  la  ligne  donnée  est  une 
droite ,  l'enveloppe  de  la  corde  mobile  est  une  conique. 

Démonstration.  Eliminant  Y  entre  les  équations  (4)  et  (5) , 
il  vient,  réductions  faites  : 

X8[4(A+Dp)-(B+Dîn+  \ 

+4X/'(BJp—2À?— DW)+4^r*[Ay— BJp]+^'[B+I)î],)        '  v  ' 

L'axe  èc&y  ayant  une  direction  quelconque,  on  peut  suppo- 
ser que  cette  direction  est  parallèle  à  celle  de  la  droite  don- 
née ;  alors  X  est  une  quantité  constante ,  et  l'équation  étant 
du  second  degré  en  p  et  q  est  l'équation  enveloppe  d'une 
conique.  G.  q.  f.  d. 

Observation.  Eliminant  X  entre  les  deux  équations  (4)  et 
(5) ,  il  vient  cette  équation  en  Y  : 

q'  [2r>—  DY]  '+  \p  Y  [âr>—  D  Y]  -  2B  Xq  [2r8— DY]  + 
+  Ya[Ba-4A]—  2/^  =  0. 
La  droite  donnée  devenant  parallèle  à  Taxe  des  x  ;  alors  Y  est 
constant ,  et  cette  équation  devient  encore  une  équation  enve- 
loppe d'une  conique ,  dont  l'espèce  est  indiquée  par  le  signe 
du  terme  tout  connu.  Or  Ton  a  : 

a  =  6  =  0    et    c  =  (2ra—  DY)'  (Probl.  II )  ; 

si  2ra —  DY  =  0 ,  alors  la  droite  donnée  est  la  polaire  de  l'ori- 
gine ,  et  l'équation  (3)  indique  que  la  corde  mobile  passe  con- 
stamment par  l'origine  \  ce  qui  est  évident  à  priori. 

VII.  Théorème.  Mêmes  données.  Si  la  ligne  donnée  est  une 
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seconde  conique  ayant  avec  la  première  la  corde  fixe  en  com- 
mun, l'enveloppe  de  la  corde  mobile  est  une  troisième  conique, 
ayant  avec  la  seconde  conique  deux  points  de  contact  aux 
extrémités  de  la  corde  fixe. 

Démonstration.  Deux  coniques  ont  toujours  six  cordes  en 
commun,  analytiques  ou  réelles  ;  il  y  en  a  toujours  au  moins 
deux  dont  les  directions  sont  réelles  ;  or,  ici ,  les  deux  coni- 
ques ayant  une  corde  fixe  réelle  en  commun ,  il  en  existe 
encore  une  seconde  ;  la  première  étant  prise  pour  axe  des  xy 
donnons  à  l'axe  des jk  même  direction  que  la  seconde  corde; 
l'équation  de  la  première  conique  étant  comme  dessus, 

A,ra+Bxr  +  xa+Dr-ra+o, 
celle  de  la  seconde  conique  est  : 

AP+  B'XY  +  Xa+  D'Y  —  /•>  =  0.  (7) 

Ainsi  la  seconde  corde  a  pour  équation  .r(B— B')4-D— D'=0  ; 
les  équations  (4)  et  (5)  deviennent  : 

Y(B  +  D?)  +  2X  =  2?r\ 
DpY—  B'X  =  D'  +  2/^; 
d'où 

2(Byg  +  2/j>  +  Dr)         x_  —  DP7?—  2Br>  —  BD' 
B'D?  +  2Dp  +  BB'  ;  B'D<7+2Dp  +  BB'     " 

Mettant  ces  valeurs  dans  l'équation  (7) ,  on  obtient  une  rela- 
tion du  second  degré  entre/?  et  g  ;  donc  la  corde  mobile  en- 
yeloppe  une  conique. 

Observation.  Cette  démonstration  n'est  pas  applicable  à 
deux  coniques  semblables  ayant  une  corde  en  commun,  parce 
que  la  seconde  corde  est  située  à  l'infini.  Toutefois  les  projec- 
tions centrales  de  ces  courbes  semblables  ne  sont  plus  sem- 
blables. Le  théorème  subsiste  donc  pour  les  projections  ;  il 
subsiste  donc  aussi  évidemment  pour  les  courbes  projetées. 

VIII.  Théorème.  Soient  deux  coniques  O  et  0'  ayant  deux 
points  de  contact  en  A  et  A'  ;  si  Ton  mène  à  la  conique  inté- 
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tWàtë  O  Une  tJngèritè  rencontrant  la  conique  &  eu  déti 
pefttiit  B  ëtB',  le  Heu  géométrique  da  point  d'interjection 
flrf  ditriles  AB,  A'B'  eit  une  troisième  coniqae  passant  ptf 
les  points  A  et  A'. 

Démonstration.  C'est  Finterse  da  théorème  VII. 

IX.  9oictit  deux  coniques  O  et  O'  ayant  dcu*  tangfctttM 
cofctàitfnes  ;  foerions  une  tangente  quelconque  à  la  coniqae  d, 
ftffaforitrant  les  deux  taàgcntcs  fixes  en  deux  poiritft  À  et  A'; 
jlaf  tfhàcrin  de  cei  points  on  mène  une  tangente  à  la  èonitjcfeû'; 
lé  Uëa  géométrique  de  l'intersection*  de  èes  tangentes  éti  noé 
coniqrië  touchée1  ptxt  les  deux  tangentes  fiscs. 

Démonstration.  Par  hi  théorie  des  polaires  réciproques. 

Tm. 


itÀPPORT  SegMentaire  projectif  spherique. 

(Foin.  VI,  p.  86.) 

Théorème.  Soit  un  faisceau  de  grands  cercles  partant  déf 
pûfat  A  ctfcoupéparlcs  transversales  BCDE...  etHCVE...-, 
formons  sur  Tare  BCDEF  un  rapport  segmentaire ,  qui  serait 
projectif  si  les  segments  étaient  des  droites,  cl  lo  rapport 
analogue  sur  Tare  B'...F'.. . ,-  si  à  chaque  segment  on  substitue 
le  cosinus  de  la  moitié  de  ce  segment  multiplié  par  le  sim» 
de  la  moitié  do  Taire  du  tri  ingle  dont  ce  segment  est  la  base, 
le»  deux  rapports  sont  égaux. 

Démonstration.  Cette  égalité  est  fondée  sur  l'équation 

.    s        a 
sin-cos-. 

Sin  A  =  — ? -;    (p.  17) 

.    o        c 
s.n-cos- 

*  M  l'aite  6»  triangle  «phériqne  ABC. 
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tflÊOttÈAlE  SDR  LE  CENTRE  DE  GRAVITÉ, 
d'ipré*  M.  F.  Hemen  (Crelle,  t.  XVIII,  p.  176,  1838). 


I.  Lemme.  Soient  A  et  B  deux  points  matériels,  a  et  b  leurs 
poids,  et  C  leur  centre  de  gravité ,  P  un  troisième  point ,  et 
soient  menées  les  droites  PA ,  PC ,  PB ,  on  a 

a  .PA2  +  b.W  =  [a  +  i)PÏ?  +  -^-.  AB2. 

a~f-b 

IÏ.  Lemme.  Soient  A,,  A,...  An;  n  point  matériel;  <z„ 
a,...  4,  leurs  poids  respectifs  ;  S,  le  centre  de  gravité  de 
A,  f  A, ,  et  *a  le  poids  ;  S,  le  centre  de  gravité  de  A„  St,  et  5, 
le  poids ,  etc.,  et  enfin  Sn  le  centre  de  gravité  de  Sn-I  et  Aw, 
ei  én  te  poids  ;  de  Sorte  que  sn  =  at-\-a%  -f- ...  an.  D'un  point 
quelconque  P,  menons  les  droites  PAt,  PAa...  PA,,,  PSa, 
PS,...  PS»,  on  aura: 


+-—&■  A* +...--- b^An  +^PSn 


(*) 


*3  *- 


Ce  lemme  est  une  conséquence  du  précédent. 

III.  Théorème.  Même  notation  que  le  lemme  précédent. 

Dans  quelque  ordre  qu'on  combine  les  poids  successive- 
ment pour  parvenir  au  centre  de  gravité  sn  du  système,  le 
second  membre  de  la  précédente  équation ,  moins  le  dernier 
terme,  est  une  quantité  constante. 

Démonstration.  Supposons  que  le  point  P  coïncide  avec  le 
point  Sn,  alors  PSn  devient  nul  et  le  premier  membre  de 
l'équation  (1)  donne  la  quantité  constante 
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donc,  etc. 
Corollaire.  Faisant  at  =  tfa= at...  =ûw=  1 ,  il  yieot  s 


1     .  a  .  2_     .      n— 1 


2         1  2        30  ,         /l lc        .    S 


SnA,  +SnA,  +SttAw  =^AA  +3Sa^i+—-^-S»-^«- 


IV.  Théorème.  Soit  2>p.(PAp)a=E;  Xtfp.ag.ApAç  =Q; 
/>  et  $r  ont  toutes  les  valeurs  prises  dans  la  suite  1 , 2,  3...  *; 
ApAg  est  la  droite  qui  réunit  Ap  à  Ag  ;  on  a  • 

[*„PSJ'  =  <E-Q.  (2) 

Démonstration.  Plaçons  le  point  P  successivement  en  A,, 
A,...  An,  l'équation  donne  : 

a,A,A;+...anA,A;=a,SnA;+a,SnA,'+...amSnAn+snAfi:, 
a,\jL;+...anA,A;=a,SnA;+a$HA; +»^A'. 

a,AnA,'+...a^AnA^:  =  a,SnA,' -KAÀ'i 

mnllipliant  la  première  équation  par  a„  la  seconde  par 
<z,,  etc.,  il  vient,  conformément  à  la  notation  s 

Q  =  5n[E-5nPS7]; 
d'où  Ton  déduit  l'équation  (2). 

Observation.  Au  moyen  de  cette  formule ,  on  déduit  les  dis- 
tances du  centre  de  gravité  à  trois  points  du  système ,  eo 
fonction  de  données  du  système.  Cette  formule  a  été  démon- 
trée analytiquement  par  Lagrange,  Théorie  des  fonctions, 
p.  362,  et  Mécanique  analytique,  t.  I,  sect.  m,  $  20;  et  par 
La  place,  Mécanique  céleste ,  t.  II ,  chap.  m,  $  15. 
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TABLEAU 

i  signes  des  lignes  trigonométriques  dans  les  quatre  qua- 
drants de  la  circonférence ,  d'après  Henri  (Maurice) ,  in- 
génieur géographe. 


hca 

% 
i 

S« 
i 


II*  QUADEA5T. 


•4n(itf+a)=4-cosi 
coséc(  W-f  a;=-fséca 
cos(  l  ç-f-rt)=— sina 
séc(iç+a)=   coséca 
tang(i«+a)=—  cota 
cot(i«+a)=3— tanga 


III»    QUADRANT. 


sin(2<7-J-a)= — sina 
cosécca94-A;= — coséca 
cos(aç+a)= — cosa 
séc(a? + *)= — séca 
tang(a« +a)= + tanga 

cot(a9<f  a)==+cota 


IV    QUADEAHT. 


sin(3?-fa;=— cosa 
coséc(3fl +<*)= — scca 
cos(39-fa)=4-sina 
séc(3« + a)=  -f  coséca 
tang  (39  -f  a)c=a— cota 
cot  (3ç-f  a)= — tanga 


MOMENTS  D'INERTIE 

#»  arc  de  cercle  et  d'une  surface  sphérique  par  rapport  à  un 
point ,  d'après  M.  Lobatlo. 


L.  L'équation  d'an  cercle,  axes  rectangulaires,  est 
h.r>+/>  =  0,  où  p  est  une  fonction  linéaire  en  x,y. 
Soient  a  et  p  les  coordonnées  du  point  fixe  par  rapport 
piel  on  prend  les  moments  d'inertie,  et  z étant  la  distance 
n  point  x,y  de  la  circonférence  au  point  fixe,  on  a 
=  x'+^+y ,  où  q  est  une  fonction  linéaire  en  x,y,  «,  p  ; 
z*  =  q—p;  posons  q—p=z09  c'est  Téquation  d'une 
«te.  Désignons  par  t  la  perpendiculaire  abaissée  du  point 
y  sur  cette  droite.  Or  q — p=mtj  m  est  une  constante. 
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Donc  z*  =  mt ,  et  Jz*ds  =  /n/*frf$  ;  ds  est  l'arc  élémentaire. 
Désignant  la  longueur  métrique  de  Tare  par  5,  et  la  distance 
de  son  centre  de  gravité  à  la  droite  par  T,  on  aura  : 

y^=*Tî    donc    Jz*ds=mfV.        G. «.M. 

2.  Le  même  genre  de  raisonnement  donne  le  moment 
d'inertie  d'une  surface  sphérique  ;  la  droite  est  remplacée 
par  un  plan. 


GRAND  CONCOURS  DE  18*8.  (foir  t  VI,  p.  894,) 

QUESTIONS   PROPOSÉES. 

r 

Mathématiques  spéciales. 

Soit,  dans  le  plan  d'une  ellipse  donnée,  une  droite  quel- 
conque TS  ;  par  le  centre  C  de  r  ellipse  on  mène  te  dia- 
mètre ACB  conjugué  à  la  direction  de  celte  droite,  et  qui  ?t 
la  couper  au  point  0  ;  on  prolonge  ensuite  la  ligne  OC  d'une 
longueur  OIVI ,  telle  que  le  rectapgle  QC  x  CM =ÇA\ 

On  suppose  que  la  droite  TS  se  meqye  de  manière  à  être 
toujours  tangente  à  une  courbe  donnée,  et  l'on  demande 
quelle  sera  la  courbe  décrite  par  le  point  M? 

Mathématiques  élémentaires. 

Soient  données  dans  le  plan  d'un  cercle  deux  droites  paral- 
lèles /  et  /'.  Par  un  point  M  pris  sur  Tune ,  on  mène  deux 
tangentes  au  cercle  qui  déterminent  sur  l'autre  un  seg- 
ment AB  ;  on  joint  le  point  M  au  point  I,  milieu  de  ce  seg- 
ment, et  l'on  demande  de  démontrer  que  toutes  les  droites, 
telles  que  MI ,  vont  concourir  en  un  même  point. 

Arate.  Les  études  ont  souffert  de  fréquentes  interruptions, 
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c'est  probablement  ce  qui  a  dicté  le  eboi?  cjp  m  facUfty  quas- 
tions.  Mais  pourquoi  la  question  élémentaire  est-elle  cpmpa- 
ratîvement  la  plus  difficile? 


MEMOIRE  DE  M.  JACOBI 

sur  F  élimination.  (Suite  )  {Voir  p.  17.  ) 


Pour  les  diverses  valeurs  de  r9  il  existe  entré  les  fonctions 
multiplicatrices  Mr ,  Nr  diverses  relations  que  nous  allons 
examiner. 

Considérons  d'abord  les  fonctions  multiplicatrices  Mr,  Nr 

dans  lesquelles  r  ^  n — 2  ;  il  suit  des  équations  (20),  en  omet- 
tant les  termes  qui  se  détruisent  : 

—  (xMr  — Mr+i)  =  Ar(bnXn+  b^Tl+  ....  +*,*)  — 
—  (  Ar+i^  +  Arfeft.  +  ....  +  ArHi^)- 

Mais  les  équations  (19)  donnent  : 

Ar&0  +  Ar+,&l  +  Ar+2^+....+Ar+n*w==0. 

Donc 

—  (xMr  —  Mr+t)  =  Ar(^nxw+  bn-iX*-'*. ..btX  +  b0)  =  Ar<p*  , 

on  trouve  de  la  même  manière  : 

*Nr-Nr-i  =  Àr/(*). 

Soit  maintenant  rZln  ;  si ,  dans  les  équations  (23),  à  la 

place  de  2/i  — r — 1 ,  on  met  successivement  r  et  r+  1 ,  il 
vient,  toute  réduction  faite  : 

—  (arMr  —  Mh-i)  =  Ar(b0  +  bxx  +  . .. .  +  b^x?'1)  — 
—  (Ar-ii^  +  W^  +  Ar-n*p)^. 
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Or  les  équations  (19)  donnent  : 

Ar-A+Ar-n+A  +  Ar-n+tl>,  +  ....+  Ar-i*_  +  A,*,,  =  0  j 

d'où ,  comme  ci-dessus , 

—  (*Mr  —  MH-i)  =  Ar?(.r); 
et  de  même, 

a:Nr-Nrt-i  =  Ar/(x). 

Posons  enfin  r  =  n  —  i  dans  (20)  et  r=»  dans  (23),  oa 
trouve  : 

— (*M,_— MJ=fr0An-+ 

+^C.A^+fr.A^.+i,Af_,+i1A),+....+f.>,A^), 

xi(biAH^+....+b0A^+b,\n_+....+bnA^, 

x"-(6^An_,+. . .  .+ô„A0+ft,„Aw_I+6BAJ, 

et  à  l'aide  des  équations  (9), 

-(*M^-MJ  =  A„_?(:r); 
et  de  la  même  manière, 

*N„_-NB  =  A^/(*); 

d'où  il  résulte  que  r  désignant  un  des  nombres  0, 1,  2,  3.... 
2/i  —  3,  on  a  : 

-(xMr-MH-i)=Ar?ar;     a-Nr-Nr+i=Ar/(J:).  (27) 
Des  équations  (27)  on  déduit  : 

-  (*mMr-*— »!„+,)  =  Ar*—  ?(X), 
-(o;"-Mrt1-x"-Mf+!)  =  Ar+,j:— >(x) , 

— (X— M'rrt-JC^-»Mr«)  =  Ar+Sx—»?(X), 

—  (xMr+m-l— Mr+m)  =  Ar+OT-i<f(j-). 

On  lire  de  (27)  des  équations  analogues  en  N. 
Effectuant  l'addition,  il  Tient  : 
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-(j^Mr-Mr44»)=(Arx^«+Arf.x-'+...+AH«.i)f(*)  )._ 
*"Nr  -  Nrt»  =  (Ar*—  +  Ah-,*^-  +  ....+  An»,  \{2S) 

Soit,  par  exemple ,  r=0;  m  =  2n— i,  on  aura: 

(j^-M<>-M^,)=(Aoa:'"-'+AIx'-î+A,J^-«+,...+AJ^J<p(j:) 
*^N0— N^=(A0x*-+A1x-,-'+A,af,^+....+A^J/(x) 

Ensuite ,  les  équations  (27)  donnent  : 

— (xMr— Mr+i)=  Arç(x)  ;  —  (xMrfi- MrfcO—  Ar+i?(*)  ; 

et  de  même  pour  Nr;  Ton  en  tire  : 

Ar+ixMr  —  (Ar+t  +  AfCrîMf+i  +  ArMr+jsO,     \ 
Ar+ixNr  — (Ar+j+ArXÎNr^+ArNr+t^O.         )l 

En6n,  comme  Mr/(x)+Nrj(x)=Lxr;  M*/l(x)+N,t(x)  = 
=  Lx',  on  a  : 

MrN.-M,Nr=7^(x'N^-<tTJr)=  -tr(xrMf-nr'Mr)  5  (31) 

d'où,  de  (27),  (28),  (29),  l'on  déduit  : 

Mr+,N,  —  MrNH,  =  LA,Xr  -,  (3*) 

Mr4WNr-MrNr+»=L(Arxr+—+Ar+4X^M+-..| 
...,  +  Ar+m-ixr)  ;  ) 

"    M^N0—  M^^=L(A0x^+A^M%...+  A.^.  (3*) 

XI. 

Ayant  calculé  les  expressions  de  la  forme  arbr-asbrj  il  est 
facile  de  trouver  par  des  additions  successives  les  expressions 
trtr  ou  les  coefficients  arjf  ;  les  expressions  arbt  —  atbr%  setr 
étant  de*  nombres  de  la  suite  0,  1 ,  2...  n ,  font  au  sombre 

En  effet ,  on  tire  des  équations  (1)  : 

Wr-i-  *«r  =  ar^x)  —  *r/(  *)  i  (35) 

faisant  r=  0  et  r  =  n ,  et  rejetant  les  expressions  m.*,  m», 

H  Tient: 

—  xnto  =  a^{x)  —  b(p)f{x)  ;  (36) 

An.  de  Mathem.  VII.  19 


J(29) 
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Posons  pour  abréger  (arb,)  =  arb9  —  ajbr  i  et  soil  : 


(^A)="oi 
soit  ensuite 

et  désignons  par  [xpr]  le  produit  x^,  les  deux  derniers 
termes  étant  omis ,  on  aura ,  d'après  (1)  : 

P„  =■  m^  =  (an6e)  +  (an6,)x  +  (anb%)x%+  ...+(*£ JP~ 
H—  =  [^n-«]  +  "*-. 


ayant  trouvé  de  cette  manière  {*„_, ,  a^,  on  aura  de  suite  les 
expressions  mêmes  m,^,  mM..../?i;  les  termes  manquants 
étant  suppléés  par  la  formule  **-,#  =  *,,r. 

En  substituant  dans  la  formule  (35)  les  expressions  mr, 
mr-i ,  /(x)  et  <p(.r) ,  et  comparant  les  puissances  de  x%  il 
vient  : 

«r-i,«  —  *r,«-i  =  (^j)  \  (37) 

dans  cette  formule,  si  l'on  fait  r=/t  ou  r=Of  le  terme 
«r,«-*i  ou  ot-m  doit  être  omis. 

Combinant  avec  la  formule  (35)  les  deux  autres  où  r  est 
augmenté  d'une  unité  et  ensuite  de  deux  unités,  et  élimi- 
nant/^) et  y{x)  entre  les  trois  équations,  il  vient  : 

O=(0r+1&r+2)(/7!r_i— xmr)  +  (arJt7.br){mt — xmr+i)+  1 
+  (Or&r+l)(™r+i  —  ^%+s)  | 
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dans  cette  formule ,  sir=0,  r=n  —  2 ,  les  termes  multi- 
pliés par  m^ ,  mn  doivent  être  rejetés. 

XII. 

Outre  la  relation  ar,#  =  «#,r ,  il  doit  y  avoir  encore  d'autres 
relations  entre  ces  quantités ,  car  ces  quantités  «r,*  sont  au 

nombre  de  /ia  ou  au  nombre  de  — ^—  si  nous  considérons 

«r^  et  <x#,r  comme  les  mêmes ,  et  toutes  dépendent  seulement 
des  2/i  +  2  quantités  ar,  br.  Les  nombres  de  ces  quantités 
doivent  ainsi,  être  diminués  de  trois  ;  car  les  binômes 
Orbt  —  atbr ,  et  aussi  les  quantités  ar,f  qui  en  dépendent,  ne 
changent  pas  en  remplaçant  ar,  br  par  yar+ibrj  /^r+^ri 
7,  «,  Y,  «'  désignant  des  quantités  arbitraires  entre  lesquelles 
existe  la  relation  71' — 7'»  =  1.  On  voit  que  trois  des  quan- 
tités a**,  br  peuvent  être  prises  arbitrairement-,  aussi  les 

coefficients  0*^  =  *$,r  au  nombre  de     "^    dépendent  seule- 

ment  2* —  1  quantités;  ainsi  il  y  a  entre  les  quantités 
or,f = «#,r  des  relations  au  nombre  de  : 

^-2.+i=(w-<)Q(w-2). 

2  2 

Un  théorème  trouvé  ci-dessus  tient  en  quelque  sorte  lieu  de 
ces  relations,  savoir  que  Ar>, = Ar+f ,  et  les  termes  en  Ar>#  sont 
formés,  d'une  certaine  manière,  des  quantités  ar,«;  car  toutes 
ces  quantités  sont  en  même  nombre  que  les  quantités  or|f  et 
dépendent  aussi  de  2/i— 1  quantités;  mais  on  peut  établir 
des  relations  encore  plus  simples  entre  les  quantités  or,f  que 
celles  qui  sont  données  par  ce  théorème. 

Omettant  certains  théorèmes  ou  connus  ou  que  nous  avons 
démontrés  ailleurs  (voir  Mémoire  sur  deux  fonctions  homo- 
gènes quelconques  y  t.  XII),  désignons  par  le  type 


VA-'»  ) 


l'agrégation  de  1.2.3... m  termes,  que  nous  avons  désignée 
ci-dessus  §  III ,  par  le  type 

ainsi,  d'après  le  S IV,  on  a  i 

.  (  012...*— 1   1 

L=ai  oi2...*-i  j- 

Si  dans  cette  expression  de  L  on  rejette  dans  les  indices  su- 
périeurs 0, 1 ,  2...  /»,  et  $  dans  les  indices  inférieurs,  oo 
obtient  l'expression  Ar,*  (voir  équations  6). 

Le  signe  de  cette  expression  est  déterminé  en  ce  que 
ftfyAr,t  doit  faire  partie  de  L  $  on  aura  réciproquement  (totr 
les  équations  12  et  13): 

i^_a  i  012...»— 1  1 

dans  cette  expression ,  si  on  rejette  r  dans  les  indices  supé- 
rieurs ,  et  s  dans  les  indices  inférieurs,  il  vient  .- 

mais  si  on  rejette  r,  /  dans  les  indices  supérieurs,  et  *,  i 
dans  les  indices  inférieurs,  on  obtient  : 

et  généralement  si  dans  l'expression 

|  012...  n—\   1 
i  012.. .n—i  ) 

on  omet  r,  /...  rt"""*)  dans  les  indices  supérieurs,  et  i,  **... 
jC*-1)  dans  les  indices  inférieurs,  on  obtient  : 
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Soient  donc  r,  H...  r*—  et  #,  **...  *fy  tous  les  nombres  0 , 
t ,  2...  n— 1 ,  écrits  dans  nn  ordre  quelconque,  on  aura  : 

les  expressions  de  cette  forme 

restent  les  mêmes;  les  deux  systèmes  d'indices,  supérieur  et 
inférieur,  s'échangent  entre  eux,  car  ar,#=aj,r  et  Ar+ = A#>r. 
Ensuite  comme  Ar,,  ne  change  pas,  un  indice  étant  augmenté 
et  l'autre  diminué  d'une  unité,  il  s'ensuit  que  l'expression 


(  5(m)?5(w+,).-5(W",)  t 


A 

ne  changera  pas  si  tous  les  indices  d'un  système  étant  augmen- 
tés d'une  unité ,  ceux  de  l'autre  système  sont  chacun  diminués 
d'une  unité  ;  et  pour  que  cette  propriété  puisse  subsister,  il 
faut  que  l'indice  le  plus  élevé  soit  àu-désSous  de  n  —  1 ,  et 
l'indice  le  moins  élevé  au-dessus  de  0  ;  d'où  vice  versa,  dans 
l'expression 


j  rH.é.rT^)   \ 
1   sJ...JT-)  y 


dans  un  des  systèmes ,  doit  se  trouver  l'indice  n  —  1 ,  et  dans 
l'autre  0. 
On  conclut  donc  de  (39)  :  si  l'expression 


renferme  dans  l'un  des  systèmes  l'indice  n — t  et  dans  l'au- 
tre 0,  elle  ne  change  pas  en  augmentant  d'une  unité  tous  les 
indices  d'où  système,  et  diminuant  d'une  unité  les  indices 
de  l'autre  système  j  dans  ce  cas,  n— t  augmenté  devient  0 , 
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et  0  diminué  devient  n — i  ;  on  peut  représenter  cette  pro- 
priété des  coefficients  ar,#  par  cette  équation  : 

Pour  déterminer  le  signe,,  il  faut  observer  que  l'équi- 
tion  (40)  doit  devenir  identique  entre  les  quantités  Ofbt  an 
moyen  de  la  formule  (37);  ainsi,  si  les  termes  de  l'expres- 
sion (40)  sont  : 

+  «r»+i.«,-i«f"+i,«"-i  ...  »rC»-«)+if#(»-")+t«of  Mt 

on  en  conjecture  facilement  qu'il  faut  prendre  le  signe  -f  si 
m—  t  est  pair,  et  le  signe  — -  lorsque  m  —  1  est  impair. 
Si  m=2 ,  il  suit  de  la  formule  générale  (40)  .- 

«11-1,0  «r,#  —  «*-t,  #*r,o  =  «o*r+i,  *-i  —  «o,  «-i*r-f.  i,«-i  ;      (41) 

ce  qu'on  vérifie  facilement  par  la  substitution  des  valeurs  : 

<*n-i,  r=  «fjn-i  =  i^nbr) 
«o,r  =  »r,o  =  —  (*  o&r+i) 
*r,#=«r+M-i==(tfr+i&i)  ? 

ces  substitutions  faites,  l'équation  (il)  devient  : 

(anbo){ar+ibi)  +  (anbs)(a0bru)  =  {aob$){anbr+i) .       (42) 
Ces  trois  produits  étant  développés ,  donnent  une  identité. 

(La  suite  prochainement.) 


THEOREME  DE  STATIQUE. 

PAE  E.  CATALAN. 


Théorème.  La  fonction  des  forces ,  désignée  habituellement 
par  LX+MY-f  iNZ,  représente  le  sextuple  de  la  somme  des 
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tétraèdres  ayant  pour  arêtes  opposées  les  droites  qui  représen- 
tent en  grandeur  et  en  direction  les  forces  P,F,P", ...  ces 
droites  étant  prises  deux  à  deux. 

Nommons  .r,  y,  z  les  coordonnées  rectangulaires  du  point 
d'application  de  la  force  P,  et  a,  (3,  7  les  angles  que  fait  avec 
les  trois  axes  la  direction  de  cette  force.  Nous  aurons 

X=SPcOSa,  Y=ZPc0S(3,  Z=£PC0Sy, 

L=2P(^C0Sy— JSCOSP),  M=ZP(*COSo— XCOS7), 

N=SP(JCC0S  P— yCOSa), 

otV=LX+MY+NZ 

=  (sPcosor).  £P(ycosy— zcosp) 

+  (SPcOS  £)  2P(zC0Sa— XCOS7) 
4-(SPcosv)  sP(.rcosp— 7C0Sa). 

D'abord,  la  partie  de  Y  qui  se  rapporte  uniquement  à  la 
force  P  est 

F[CrCOSy — ZCOSP)COSa-f(jTCOSa— J7COS7)COSp 
+(xCOSp— ^COSa)COSY]  ; 

quantité  nulle  d'elle-même.  De  même  pour  les  parties  de 
la  fonction  V  qui  proviennent  des  forces  F,  F'  prises  iso- 
lément. 

En  second  lieu,  la  partie  de  Y  qui  résulte  de  la  combinai- 
son de  deux  forces  différentes  P  et  P'  a  pour  valeur  • 

PP'tCr'cOSy— z'cOSP'JcOSa-J-fz'cOSa'— XrCOS7f)COSp 

+{xrCOSP'— y  COS  a'JCOS  7]  +PP'[(,T  COS  7—  ZCOS  p)COS  a 

+(ZC0S  a— X  C0S7)C0SP'+  (^  COS  p— y  COS«)COS7f] 

=PF[(x—j/)(COSPcOS7,--COSp,COS7)+Cr— y)(COS7COSa-— 

COS  i COS  «)+(z— z')  (COS  a  COS  $  —  COS  a'cOS  £)] 

Or,  il  est  facile  de  reconnaître  que  la  quantité  entre  pa- 
renthèses représente  le  produit  de  la  plus  courte  distance  d 
des  droites  P,  P'  par  le  sinus  de  l'angle  formé  par  ces  droites  ; 

donc 

V  =  2PF<tfsin(P,P'). 
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Enfin,  Ton  sait  que  le  tétraèdre  qui  aurait  P,  F  pour 
arêtes  opposées,  a  pour  volume  £  Wd  gin  (P,F).  Le  théo- 
rème est  donc  démontré. 

Cobollaire.  Si  deux  systèmes  de  forces  se  font  équilibre,  la 
somme  des  tétraèdres  construits  sur  les  forces  du  premier  système, 
prises  deux  à  deux  comme  arêtes  opposées ,  est  équivalente  à  la 
somme  des  tétraèdres  construits  sur  les  forces  du  second  système. 

En  effet ,  soient  X,  Y,  Z,  L,  M,  N  les  composantes  et  les 
moments  relatifs  an  premier  système,  et  soient  X',  Y',  Z*,  L', 
M',  N'  les  mêmes  quantités  relativement  au  second  système. 
Les  six  équations  d'équilibre  deviennent  ici  évidemment 

X+X'=0,  Y+Y^O,  Z'+Z'=0, 
L+L'=0,  M+M'=0,  N+N'-O 

Conséquetnment,  LX+MY+NZ=LX+MT-{-N'Z'  (I). 

Note.  Le  célèbre  mémoire  de  M.  Minding  (V,  p.  185  an 
bas)  est  connu  depuis  longtemps  en  France  ;  il  est  déjà  cité  dans 
les  Comptes  rendus  1835,  2*  s.,  p.  282,  cl  en  1837,  d'après 
cette  mention ,  par  M.  Chasles  (Hist.  des  méthodes,  p.  556); 
mais  écrit  en  allemand ,  le  contenu  est  toujours  inconnu.  Où 
y  trouve  le  beau  théorème  qu'on  vient  de  lire  :  je  crois 
même  que  ses  172  équations  épuisent  toutes  les  interpréta- 
tions qu'on  peut  déduire  des  équations  d'équilibre.  On  sait 
que  M.  Mobius  a  travaille  sur  le  même  thème  i  et  dans  sa 
Statique,  ouvrage  px-professo ,  et  dans  un  mémoire  sur  la 
composition  des  rotations  infiniment  petites,  inséré  dans  le 
Journal  de  Crelle  (XVIII,  p.  189,  1838).  En  voici  quelques 
théorèmes  : 

1°  Lorsque  quatre  forces  sont  en  équilibre ,  toute  droite 
qui  rencontre  trois  des  forces  rencontre  la  quatrième.  Celte 


(')  M.  Chasles  est  arrivé  à  ce  corollaire ,  et  à  un  grand  nombre  de  théoréaM 
très-élégants ,  dans  un  mémoire  publié  dans  le  Journal  de  Liouville ,  tome  Ut 
page  313. 
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proportion  est  oonnoa  t  on  m'a  même  dit  qu'elle  a  été  pro- 
feasée  par  M.  Richard ,  dans  le  cours  dune  si  haute  instruo- 
tlon  qu'il  fait  depuis  longues  années  au  collège  Louis-le- 
Orand(l), 

§•  Lorsqu'on  donne  nu  nombre  de  droites  plus  grand  que 
ste,  Il  est  toujours  possible  de  trouver  des  forces ,  lesquelles 
agissant  suivant  ces  droites  se  fassent  éqoilibre  ;  lorsque  le 
nombre  de  droites  est  moindre  que  six,  il  faut  certaines  con- 
ditions. 

4*  Lorsqu'on  corps  peut  se  mouvoir  autour  de  six  axes 
indépfndanU ,  il  peut  prendre  un  déplacement  quelconque, 
c'est-à-dire  tourner  autour  d'un  axe  quelconque, 

4»  On  peut  toujours  décomposer  une  force  en  six  directions 
données  par  les  arêtes  d'un  tétraèdre. 

5°  Étant  donnés  les  corps  At,  Aa,  A3 An  ;  les  corps  A, 

et  A,  peuvent  tourner  autour  d'un  axe  Gxe  commun  ;  les 

(-)  Collège  LouU-le-Grand ,  aujourd'hui  Lycée  Deseartet.  Lorsqu'une  insti- 
tution a  acquis  sous  un  certain  nom  une  célébrité  séculaire ,  ce  nom  devient 
on  titre  de  propriété  que  doivent  respecter  ceux  qui,  n'adhérant  pas  aux  doc- 
trines du  bagne,  respectent  la  propriété.  En  général  changer  sans  nécessité  les 
noms  des  édifices,  des  lieux  pubtics,  est  un  acte  barbare,  anti-historique,  dé- 
truisant la  chaîne  des  traditions  du  passé,  sans  apporter  aucune  garantie  pour 
l'avenir.  Nihil  sub  sole  novum,  dit  l'Ecclésiaste  ;  ce  qui  est  surtout  vrai  en  fait  de 
folies.  Ce  bouleversement  de  nomenclature  était  aussi  la  manie  de  notre  pre- 
mière république,  ce  qui  ne  l'a  pas  empêchée  d'avoir  une  existence  éphémère  et 
de  mourir  per  êuthanaeiam  sous  les  étreintes  d'un  soldat  corse.  Pourquoi  chan- 
ger le  mot  français  collège ,  si  connu,  si  populaire,  contre  le  mot  pedaatesque 
lycée,  qui  n'a  pas  même  le  mérite  de  l'exactitude  ;  car,  chez  les  Grecs ,  la  jeu- 
nesse  était  éduquée  dans  les  gymwaêee,  et  il  y  «R  sveit  dans  toutes  les  cités, 
tendis  que  le  lycée  n'était  pas  un  collège ,  mais  un  établissement  particulier  à  la 
ville  d'Athènes,  et  qu'Aristote  a  rendu  célèbre,  tout  comme  Laharpe  a  jeté  de 
l'éclat  sur  un  établissement  de  même  nom  et  de  même  destination  à  Paris.  D'ail- 
leurs noue  ne  Marions  assez  nous  pénétrer  de  celte  idée  :  rien  n'est  moins  répu- 
blicain que  l'esprit  servile  d'imitation ,  dût-on  imiter  des  républicains;  et  ici  ce 
n'est  pas  même  le  cas,  car  les  lycées  sont  de  création  impériale;  ils  ont  succédé, 
non  pas  eux  collèges  royaux,  mais  aux  écoles  centrales,  institutions  éminemment 
répiiMioaraes,  et  qu'on  aurait  portées  à  une  haute  perfection , .en  renforçant  la 
partie  littéraire ,  qui  était  trop  peu  développée.  Cette  organisation  présentait 
l'avantage  de  rendre  impossible  toute  lutte  entre  l'instruction  publique  et  les 
opinions  religieuses.  C'est  ce  que  dit  Lacroix  dont  personne  ne  conteste  la 
Compétence.  Do  reste,  qu'on  reprenne  les  noms  anciens ,  ainsi  que  le  ?ent  le 
bon  sens,  ou  que  l'on  conserve  les  nouveaux,  là  n'est  pas  le  point  important. 
Il  fendrait  améliorer  les  modes  d'enseignement,  et  c'est  ce  qu'on  ne  fera  pas. 
Tout  pour  la  forme ,  rien  pour  le  fond ,  c'est  notre  devise.  Tm. 
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corps  A,  et  Aa  autour  d'an  autre  axe  fixe  commun  et  ainsi  de 
suite  jusqu'à  A^  et  An.  Supposons  maintenant  qu'on  rende 
fixe  le  corps  A,,  il  est  évident  que  A3  peut  prendre  plus  de 
positions  diverses  dans  l'espace  que  Aa;  A4  plus  que  A,;  mais 
le  premier  corps  qui  peut  prendre  une  position  quelconque 
dans  l'espace  tout  comme  s'il  était  libre,  c'est  le  corps  A„  et 
à  fortiori  les  suivants.  Le  savant  géomètre  fait  à  ce  sujet  une 
curieuse  observation.  La  jambe  de  l'écrevisse  à  laquelle  sont 
attachées  les  serres  est  formée  de  six  pièces  liées  entre  elles 
et  au  corps  par  six  axes  de  rotation  j  de  sorte  que  pendant 
que  le  corps  se  repose,  la  partie  extrême  de  la  jambe  est 
entièrement  libre.  Du  reste,  le  bras  de  l'homme,  depuis  l'é- 
paule jusqu'aux  phalanges,  présente  une  construction  pres- 
que analogue. 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  189  (p.  240), 

PAR  M.  J.  MURENT, 
Bachelières  sciences,  à  Clermonl-Ferrand. 


Soientr=/(j:,^);ii=F(x,jr);d'oÙj:=s?(ii10îr=*Wi 
on  a  : 

ifsVl—ryFwWtfv-lW)  =  1  > 

f'x  étant  la  dérivée  de/(x)  par  rapport  à  x,  et  ainsi  des 
autres.  (Mûbius.) 

Démonstration.  D'après  les  relations  données,  x  etjr  étant 
deux  fonctions  des  variables  indépendantes  uett,  différen- 
tions  chacune  des  équations  c=f(x,y)  et  u  =  Fix>jr)< 
d'abord  par  rapport  à  *,  puis  par  rapport  à  u,  eu  suivant  la 
règle  des  fonctions  composées ,  nous  aurons  ainsi  - 
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dx  dt    '  dy  dt 

0=Vd*       dfjy 

dx  du       dy  du 

dFdx      dYdy 

~~  dx  dt    *"dy~di 

dx  du       dydu* 

en  remplaçant  les  coefficients  différentiels  par  les  dérivées  et 
observant  que  les  relations  x=^{u,  t),  yz=^(u7 t)  donnent 
dx       dv        .     dx        ,      dy  dy      ... 

Â=Â='"  S-*'  *=*'"  £=**> l<*  qMtre 
équations  précédentes  se  mettront  sous  la  forme  : 

i=/Vi+/VVi  (*) 

o=/V«+/Yr-«  W 

O-P^i+P^!  (3) 

1  =  F^+F^'«.  (4) 

Multipliant,  d'une  part  (1)  et  (4),  de  l'autre  (2)  et  (3),  il 
Tiendra  : 

1  =/'*F*?V«  +/'*FV?  <*'«  +/'vFW« +/ WH-  '• 

retranchant  membre  à  membre  ces  deux  dernières,  et  ré- 
duisant, il  restera  : 

t  =fxVy{Mu  -  ?'•+'«)  — /VFVfoWi  -  *'«fl), 
ou  enGn 

(/'«F'lr-/',Fx)(T'^.-?'^,<)=l.       c.  q.  f.  d. 

Quelle  est  l'interprétation  géométrique  de  ce  théorème 
analytique? 
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SOLUTION  DE  LK  QUESTION  185  (p.  239), 


E.  J. 

Bachelier  éi  teiences ,  a  Ctormont-Ferrand. 


P  étant  la  limite  de  la  fraction  continue  : 

a'.a+b  :b  +  c:c  +  dld+...t 
et  Q  la  limite  de  la  fraction  continue  : 

a:b+b:c+c:d  +  d:  *+•••> 

on  a: 

P(a  +  Q  +  l)  =  a  +  Q. 

Démonstration.   Posons  d'abord  -^=ar,  7  =  b'...9  d'où 

a  b 

aa'  =  i,  bl/  =: i...j  en  multiplant  par  a1  les  deux  termes 

de  la  fraction  qui  exprime  la  valeur  de  P,  on  aura  : 


P  = 


i  +  a'b 
b  +  e 


C  +  ...J 

a'b 
s*  dans  la  partie    ■■■: ,  on  multiplie  les  dent  tara» 

r°—) 

par  ab\  P  deviendra  : 

p  =  _L 

1  +  1    _ 


a  -+-  ab'c 


<?  +  <* 


rf+.... 


...                   «Vc  ,  ,      .. 

I)e  moine  si  i!ai;s  la  parue  — — : — ; de  celle  dernière 
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expression  de  P,  on  multiplie  les  deux  termes  par  dbd ,  on 
trouvera: 

i 


p=i+« 


a+i 


a'b+àbc'd 
d+e 

«  +  ...; 

a'bdd 

UHUlipUaul  fXHJQiQ  J 

\        •  +  • 

:J 

aHcd\  on  trouvera 

: 

'-IT 

f 

a  +  1 

a'6  +  i 

par 


ab'c+ab'cde 

En  continuant  ainsi ,  l'équation  de  P  se  changera  en  la  sui- 
vante: 

Jh=i:i+l:a+Ua!b+Ual/c+i:atbc,d+l:abtcd!e+...  (p) 

Faisant  sur  Q  les  mêmes  opérations,  il  viendra  successive- 
ment: 

1  1 

^^a'b  +  a'b  '  Qma7g+T 

c+e ab'c-j-at/c 

7FÇ77.  7+2 

e  +  ... 
et  enfin: 

Q==l  ro'ô  +  l  :  ab'c+l  :  a'bc'd  +  i  :  ab'cd'e+...  ; 
substituant  cette  valeur  dans  (/»),  on  obtiendra  : 
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p=i 

:i  +  l:a+Q    on    P  =  ; 

1 

l  +  l 

a 

» 

+Q 

d'où 

a+Q+i» 

ou  enfin 

P(a+Q+1)=«+Q. 

c.q. 

f.4 

NOUVELLE  MÉTHODE  ANALYTIQUE 

pour  la  détermination  des  coordonnées  des  foyers  et  des 
[longueurs  des  axes  de  coniques  à  centre, 

PAB  M.  PAUL  SEBBST. 


I.  On  sait,  et  l'on  peut  d'ailleurs  le  démontrer  facile- 
ment ,  que  le  carré  d'an  demi-diamètre  quelconque  d'une 
conique  à  centre  est  égal  au  produit  de  la  corde  parallèle 
menée  par  l'un  des  foyers,  multipliée  par  un  coefficient 

constant  R=-,a  désignant  soit  le  demi-grand  axe  de  l'el- 

lipse ,  soit  le  demi-axe  transverse  de  l'hyperbole  ;  or,  on  peut 
démontrer  en  prenant  pour  axes  des  coordonnées  les  deux 
axes  principaux ,  que  les  deux  foyers  seuls  jouissent  de  cette 
propriété,  quelle  que  soit  d'ailleurs  la  valeur  arbitraire  que 
Ton  donne  au  coefficient  R ,  pourvu  qu'il  demeure  constant. 
C'est  précisément  cette  propriété  des  foyers  qui  va  nous 
servir  à  déterminer  par  un  calcul  très-simple  les  coordonnées 
des  foyers ,  et  l'équation  qui  donne  les  carrés  des  demi-axes 
en  fonction  des  coefficients  de  la  courbe  dans  le  cas  le  plus 
général. 

II.  Soit  Ay'+Bxy  +  Cx'ss  F  (1)  l'équation  de  la  conique 


—  303  — 
rapportée  à  deux  diamètres  parallèles  aux  axes  primitifs ,  et 

faisant  un  angle  7;  F= valeur  que  nous  lui  restituerons 

m 

dans  les  résultats  définitifs. 

Soit  a ,  6  l'un  des  foyers  cherché ,  menons  par  l'origine  un 
diamètre  sous  la  direction  m;  soit  D  la  valeur  de  ce  demi- 
diamètre,  soit  G  la  longueur  de  la  corde  parallèle  menée 
par  (a,  6),  on  aura  : 

Da  =  K.C; 

or  on  trouve ,  en  faisant  momentanément  t*=6 — ma  : 

F(l+ma+2**C0S7) 


D'  = 


A/7i'+B//i  +  C 


c  |/l-h/na-f  2/ncosyX  V%  AF/n'+4BF;/H-  (Ba— 4ACj/i'+4CF 

*  Am*  +  Bm+C  ' 

égalant  ces  deux  quantités,  simplifiant  et  élevant  au  carré, 
0  viendra  : 

F'(l  +  m'-f2mcosv)  = 
=K,[4AFwt  +  4BFw  +  (Bt  —  4AC)(S—  ma)'  +  4CF]; 

ordonnant  cette  équation  de  condition  par  rapport  à  la  va- 
riable m,  il  viendra*. 

(2)  m%  { K*  [4 AF  +  (B«  —  4 AC)<|  -  F  {  -f 

+  2m  \  K* [2BF  -  (B*  —  4  AC)ag]  —  Fcosy }  + 
+  Ka  { 4CF  +  (B*  —  4 AC)6a }  —  F"  =  0. 

Cette  relation  (2)  devant  exister  pour  toutes  les  valeurs  de  m , 
les  trois  coefficients  doivent  être  nuls  séparément  ;  donc  on 
aura  les  trois  équations  suivantes  pour 'déterminer  K,  « ,  €  : 

K'  [(B1  —  4AC)a*  +  4AF]  =  F1  (a) 

•E?  [2BF  -  (B*  —  4  AQofi]  =  Fa  cos?  (à) 

^[(B1  — 4AC)6,  +  4CF]  =  F\  (c) 

Or,  en  divisant  alternativement  l'équation  (à)  par  cha- 
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cane  des  équations  (6)  et  (c),  et  ne  perdent  pas  de  me  qw 
F = ,  on  retrouve  les  équations  (b)  et  (c)  de  la  page  4M 

tome  II ,  dont  M .  Terquem  déduit  les  coordonnées  des  foyen. 
III.  Supposons  d'abord  que  l'on  connaisse  l'équation  qui 
donne  les  carrés  des  demi-axes  principaux  de  la  courbe  : 

m5.**-4mL.z  —  «L'sin'y^O, 

d'où  l'on  tire ,  comme  on  sait  : 

^  =  ^[N+V/N-+msitf7]i 

a* 
Comme  on  sait  à  priori  que  K*  =  —  ■— ,  l'équation  (a) 

4 

donnera  successivement  : 

,      F»     4AFK*  _  L'+4mAL.K» 

"""         mR1        ""  m3Ka         ~" 

__  2L[m  -f  2A(N  +  V/JNa  +  m  sin  a7)1 
~~  wlN+K^+^isiny8] 

Multipliant  les  deux  termes  de  la  valeur  de  a*  par 

N—  l/KH-msinj, 
il  viendra  : 

,_2L/n[N  —  V""]  — 4mALata>_ 

—  /7i3sinay 
4AL        1     2L 


JL  .1^[N  -  V/N-  +  msin"7J  ; 


m        sin  7  m 

mais  6  étant  le  demi-petit  axe  de  l'ellipse,  ou  le  demi-axe 
non  transverse  de  l'hyperbole,  on  a  : 

b*  =  ^[N-  l/N'+/»sina7]  ; 
m 

on  anra  donc  : 

.      4AL         b% 


(A) 


m         sin  7 
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Comparant  les  équations  {a)  et  (c),  on  voit  que  la  première 
est  composée  en  A  et  «,  comme  la  deuxième  Test  en  C  et  6  ;  on 
aura  donc  immédiatement  : 

iw         sin  7 
Ce  sont  les  formules  données  par  M.  Tcrqucm ,  t.  II,  p.  430. 
Observation.  Remarquons  que  l'équation  {b)  donne  immé- 

diatement  dans  le  cas  particulier  où  7=90°,  a€= = : 

r  mm 

relation  qu'emploie  aussi  M.  Tcrqucm,  t.  IV,  p.  376,  dans 

une  solution  généralisée  du  problème  du  concours  général 

pour  Tannée  1845. 

IV.  Supposons  maintenant  que  nous  voulions  déduire  des 

trois  équations  (a),  (£>),  {c)  l'équation  dont  les  racines  soient 

les  carrés  des  demi-diamètres  principaux. 

En  éliminant  «  et  6  des  équations  (a)>  (&)*  M,  et  rempla- 
ça 

çant  K'  par  —  dans  l'équation  résultante,  nous  arrivons  asseï 
4 

facilement  à  l'équation  : 

m'a4  —  4m.NLa*— 4LasinÎ7  =  0;  (H) 

donc  le  carré  de  l'un  des  demi-axes  principaux  a',  est  racine 

de  l'équation  : 

roV  —  4mNL.z— 4L'sin'7  =  0.  (L) 

Il  s'agit  de  prouver  que  le  carré  du  second  demi  -axe  est  aussi 
racine  de  la  même  équation.  Or,  soit  c  la  distance  du  foyer 
au  centre ,  on  aura  : 

or  c*= a'+ 6*  +  2x*  cos  7  »  donc  vu  la  forme  des  équations 
(a),  (6),  (c),  nous  pourrons  très-facilement  obtenir  la  valeur 
de  c*  ;  on  trouve  en  effet  successivement  : 

2F  —  4F(A  +  C).K*  +  4BF  cos  y  K'—  2F*  cos  '7 


<?=• 


— 4NF.Ka+2F,sint, 


mK*  ' 

A1M.DE  WATBÉM.  VII.  20 


,  on  obtient  \ 
m 


ImNL.g'  +  aL'iipV 


mja 


d'où  Ton  tire  : 

fa1  -  a = f  ■■  ^  l"Vg*  ~~  *rcWLtf  "  ËtMÉi 

ou  bien ,  en  ayant  égard  à  la  relation  (H)  : 

6»  =  —-      .  t   -,  d'où  <z3i*  =  —  — — r-~. 
m3  a  m*  a 


Mais  le  produit  des  racines  de  l'équation  (L)  est  aussi  égal  i 

4Lasin%      É       „        .  ,  -        t_ 

— - — -  ;  a  est  1  une  de  ces  racines ,  donc  &*  est  1  autre 

m? 

racine. 

Donc  enfin  l'équation  au*  carrés  des  demi-axes  principaux 

d'une  conique  à  centre  est  bien  l'équation  (L)  : 

mV  —  4mNL,s  —  4La  sïn  '7  ^  0. 

V.  On  pourrait  encore  chercher  les  coordonnées  des 
foyers,  en  s'appuyant  sur  cette  propriété  dont  fls  jouissent,  à 
Inclusion  de  tout  autre  point,  et  qui  consiste  en  ce  que: 

# —  Si  d'un  point  quelconque  M  de  la  polaire  d^un  fcfti  F, 
on  mène  deux  tangentes  à  la  eonique  et  leur  corde  de  con- 
toet ,  puis  du  même  point  M  une  perpendiculaire  fw  h 
corde  des  contacts ,  le  pied  de  cette  perpendiculaire  sert 
constamment  le  point  F  lui-môme, 

—  Cette  dernière  propriété  caractéristique  des  foyers  peut 
servir  à  mettre  facilement  en  évidence  les  conditions 
BB— 2BF=0,  D"—  4AF=F—  4CF,  nécessaires  poor 
que  l'origine  des  coordonnées  soit  un  foyer  quand  les  axes 
sont  rectangulaires.  Mais  si  les  axes  devieniicat  Obliquas,  la 
mise  en  évidence  des  conditions  précédentes  modiûées,  ne 
peut  plus  se  faire  commodément  par  cette  méthode. 
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SOLUTION  DE  LA  QUESTION  18*  (t.  VII,  p.  239), 
PAR  MM.  MENTION  «t  GXIASS  (Lcckh). 


©n  a  la  formule  (voir  t.  VI ,  p.  39$)  : 

a*  + b" = (a  +  b)" — £ab{a  +  b)** + 


p— ar 


£ni 


est  la  valeur  de  r,  qui  correspond  au  dernier  terme 


dont  le  coefficient  sera  py  et  qui  contiendra  {a-\-b)  à  la  pre- 
mière puissance. 

Actuellement  soit  a  un  facteur  premier  commun  ha-\-b 

aPJhb* 
et  — —y  y  il  devra  diviser  le  terme  indépendant  de  a-f-& 

,    ap+6* 
dans  le  développement  de  'j    '      ,  qui  est  : 

p-t  p-i 

*#2fr2P: 

Or,  a  ne  peut  diviser  ni  a  *  ,  ni  b  2  ,  puisqu'il  diviserait 
a  çg  6  j  çt  compae  «  jjivise  a  4-^,  il  diviserait  à  la  fois 
a  et  b ,  ce  qq;  est  absurde;  dqnc  il  diyise/?.  Mais/?  est  pre- 
mier, donca==p. 
Supposons  que  j&*  divife  ap4-#\  an  voit  que,  ci  (tf+6) 
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£ifci 
ne  contenait  pas  y— 1  fois/?,  le  dernier  terme  a  2  b  *  p(a+b) 

ne  pourrait  pas  contenir  q  fois  le  facteur/?. 

Remplaçant  b  par — 6,  on  aura  ap— bp,  puisque  p  est 

impair,  et  les  mêmes  considérations  s'appliqueront. 


RELATIONS  D'IDENTITE 

et  équation»  fondamentales  relatives  aux  lignes  du  second  ù- 
gré  (  V.  t.  VI,  p.  618)  $  théorie  des  polaires  réciproques. 


Pour  la  commodité  des  lecteurs,  s'il  y  en  a,  nous  alloni 
transcrire  de  nouveau  ces  relations  : 

7  =  angle  des  axes  ;  hy*  +  Bxy + C x%  +  Dy -f E x + F=0 
fonction  principale = L=  AE'—  BDE  -f  CD' + F  (B'  — 4AQ. 

Fonctions  dérivées. 

^=F-4CF=^=D'-4AF=/; 

^s=_DE+2BF  =  -ni-^=2CD-BE=*'; 

~  =2AE  -  BD = A  :  ^s  B'-4AC= m. 

Jbnc/ton  auxiliaire. 
.*  N=A-f  C  — Bcosy; 
Relations  d'identité. 

À*—  m/  =  4AL;    2AA'  -f-  2«m  =  —  4BL ;    A"  — mf=4CLi 
A7  +  A/*  =  2DL  ;  kl'  +  A'/»  =  2E  L  ;  «'  -  tf  =  4FL. 

Cl— AZ'+EA-f /hF=A/'— C/+DA'+mF=L; 
2Af  —  Bn  +  DA'  =  2C/  —  Bn+  EA =2L. 
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A**  -f-BW+Cif-f.  mDk'  +  mEk+ ro'F  =smL; 

*'  +  A"+2M'cos7=4NL. 
M+FI+  2*A'n+/n  («*  —  IF)  =  4L*  (coniques  à  centre). 

On  obtient  cette  relation  en  mettant  dans  B' — 4AC,  pour 
a,B,C  leurs  valeurs  en  fonctions  dérivées. 

2C*-f-BA'+E/»=2AA/+BA+D/n=-2An+B/+DA=— 

—  —  2Cn  +  Br  +  EA'  =  0. 

(A— C)'  +  (B— 2Acosv)(B-2Ccosv)=N,  +  msin*y=» 
=  (A  — Ç)  W7  -}-  [B—  (A  +  C)cos7]\ 

(2A.r + Bx  +  D  )•  —  (  20r  +B/+E  )'  =  ma?  —  2*x  +  /— 

—  (mf—Wy  +  F). 

^_fc+,«[(^i)^], 

(2Ar  +  ftr+D)(2Cx+Br+E)  =  Ay+*'jc— nuy+n. 
A(2Cr+BK+E),+C(2Air  +  Bx  +  D)t-B(2Cx+Br+E) 
(2A^+Rr+  D)  =  L  —  m(\y  +Bxy  +  Cr1  +  Ujy+Ex+F). 

LXXXÏI.  Théorème.  Soit  une  courbe  A,  située  dans  le  plan 
d'une  conique  G*  Yenveloppe  des  polaires  des  points  de  la 
courbe  A  relativement  à  la  conique  G  est  la  même  courbe  que 
le  lieu  des  pôles  des  tangentes  à  la  courbe  A  relativement  à 
la  même  conique. 

Démonstration.  Désignons  l'enveloppe  des  polaires  par  A', 
et  le  lieu  des  pôles  par  A"  ;  soient  M  et  M' deux  points  de  la 
courbe  A,  et  MT,M'Tlcs  deux  tangentes  se  rencontrant  enT  ; 
et  soit  u  le  pôle  de  MT,  et  y!  le  pôle  de  MT;  de  sorte  que  f* 
et  a'  sont  deux  points  de  la  courbe  A",  et  T  est  le  pôle  de  la 
corde  jw*r  ;  M's'approchant  de  M,  le  point  T  s'en  approche 
également  et  Gnit  par  se  confondrcavecM;  alors  f*  se  confond 
aveep  et  la  corde  w-'  devient  une  tangente  à  la  courbe  A" 
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quel  passent  plusieurs  branches  de  la  courbe ,  correspond 
une  tangente  multiple ,  dans  la  polaire  réciproque,  c'est-à- 
dire  une  droite  tangente  à  plusieurs  branches  et  vice  vend. 

Remarque  VIII.  A  un  point  conjugué  isolé,  c'est-à-dire 
un  point  réel  d'intersection  de  deux  branches  de  venues  ima- 
ginaires ,  correspond  une  polaire  réelle,  droite  conjuguée 
isolée  tangente  à  des  branches  imaginaires  et  vice  versa. 

Remarque  IX.  A  un  point  de  rebroussement ,  c'est-à-dire 
un  point  où  deux  branches  de  la  courbe  se  touchent,  corres- 
pond un  point  d  inflexion  dans  la  polaire  réciproque;  en 
effet ,  dans  un  point  de  rebroussement ,  le  point  décrivant 
change  subitement  de  direction  ;  donc  la  tangente  doit  aussi 
changer  subitement  de  direction  dans  la  polaire  réciproque, 
ce  qui  a  lieu  aux  points  d'inflexion. 

LXXX1II.  Historique.  De  La  Hirc  (Philippe)  est  le  premier 
qui  ait  énoncé,  en  1685,  les  deux  propriétés  géométriques 
qui ,  dans  une  conique,  lient  le  pôle  à  sa  polaire  et  celle-ci  à 
son  pôle  (Scctioncs  conicœ  in  novem  libros  distribut». 
In-fol.,  Paris,  1685,  lib.  1  ,  prop.  26,  27,  28;  et  lib.  2, 
prop.  23,  24,  26,  27). 

Monge,  généralisant  les  théorèmes  de  De  La  Hire ,  et  pro- 
bablement sanslcô  connailrc,  découvrit,  en  1795,  les  rela- 
tions géométriques  qui  existent  dans  les  surfaces  du  second 
degré,  entre  le  pôle  et  le  plan  polaire  et  vice  versa ,  et  aussi 
entre  deux  droites  correspondantes.  Il  y  parvient  par  des 
considérations  graphiques  et  nullement  métriques  (  Séances 
des  écoles  normales ,  t.  II ,  p.  357 ,  éditon  de  1800 ,  la  pre- 
mière est  de  l'an  III  (1795)). 

Livet  et  M.  Brianchon  ont  démontré,  en  1806 ,  que  la  sur- 
face réciproque  d'une  surface  du  second  degré  est  encore 
une  surface  de  même  degré  (Journal  de  l'École  polytech- 
nique ,  cahier  XIII ,  270  et  297  ,  1806  ). 

Cette  théorie  a  été  cultivée  et  augmentée,  spécialement 
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dans  les  Annales  de  M.  Gergonne ,  où  cette  théorie  oc- 
cupe le  plus  grand  espace.  Scrvois  a  introduit  le  nom  de 
Pôle  (T.  I,  337,  1810)  et  M.  Gergonne  celui  de  Polaire 
(111,297,1813). 

Dualité.  A  tout  théorème  sur  des  points  dans  une  courbe 
correspond  un  théorème  sur  des  droites  dans  la  polaire  réci- 
proque ,  et  vice  versa  ;  c'est  ce  qu'on  désigne  par  le  mot  dua- 
lité. Le  premier  emploi  de  ce  genre  et  le  plus  célèbre  est 
celui  de  M.  Brianchon,  qui  a  trouvé  le  théorème  correspon- 
dant de  l'hcxagramme  de  Pascal  (Journal  de  l'École  poly- 
technique, cahier  XIII,  297,  1806).  Depuis,  cette  dualité 
a  reçu  une  grande  extension,  surtout  pat  les  travaux  de 
M.  Poncclct  qui,  le  premier,  s'est  servi  de  la  théorie  des 
polaires  réciproques  pour  la  transformation  des  relations 
de  grandeur  métrique  et  angulaire,  dans  son  Traité  des 
propriétés  projeclives,  publié  en  1822.  Là,  le  célèbre  géo- 
mètre a  établi  la  dénomination  de  polaires  réciproques  et  de 
directrices  y  et  en  a  donné  la  théorie  fondamentale  (p.  121)  et 
Ta  appliquée  à  la  recherche  des  propriétés  des  courbes  et  des 
surfaces  en  général.  (Voir  Chasles,  Histoire  des  méthodes, 
p.  219,  et  note  xxvn,  p.  370,  1837.) 

LXXXIV.  Problème.  Étant  données  l'équation  d'une 
courbe  plane  algébrique  et  celle  de  la  conique  directrice , 
trouver  l'équation  enveloppe  de  la  polaire  réciproque. 

Solution.  Soit  F(x,  y)  =  0  l'équation  de  la  courbe  de 
degré  m  ;  et  *ra+pjy+7^+^+«.r+ç=0,  l'équation  de  la 
conique  directrice.  Nous  désignons  de  même  par  les  lettres 
grecques  A ,  x,  *',  etc.,  les  fonctions  analogues  à  L,  A,  k\  etc. 
So\i py-\-qx  =  1  l'équation  d'une  tangente  à  la  polaire  réci- 
proque ;  les  coordonnées  du  pôle  de  celte  droite  par  rapport  à 
la  conique  sont  : 


substituant  cei  valeurs  dam  l'éqtiatWu  de  M  totrftê;  otl  il 
1  équation  enveloppe  Cherchée  $  elle  feit  enp  fet  q  de  folWê 
dcfrl q\ic h prfcpoiée;  ce  çdori  peut  tblr  4  frriori. 

Application  1 .  La  courbe  donnée  est  une  cdiltipié  1  éqtà- 
tMh  taxanome  ordinaire. 

tflBftte  de  là  ttolalt-e  têbf  (Jroqtie  ;  oh  a 

a  =  ÀV' — Bx'v-f  Cv1  +  DxV—  Ex'v +F*\ 
&=— 2ÂX;v+B()V+v9)— 2Qv+D(X'k— ^'J+Ë^x'— vxl+aFw',  ^ 
i=— 2AVx'_  B(X'x— vxf)+2Gvx— D(pV+«'*)— E[-pWJ- 2Fjii\ 
/=Àx;>4.Bxx'  +  Cx1+D^x/  +  I^x+Ffxa. 

On  conclut  *  et  e  respectivement  de  a  fet  tf  en  Changeai 
Ai  Dj  *j  x  cri  C  j  E  \  xr,  >>  et  ito  hertâ.  On  connaît  l'èsp&cft  (H 
la  |x>1Mre  réciproque  d'aprti  ce  qui  a  été  dit  ci-defctis  f>:  8W: 
JtppHïhKm  2.  Si  là  directrice  «t  titte  clrCbnréfCbCé ,  fejltit 
son  centre  A  l'origine  ;  prcntat  les  axes  tcctangdl&lrcs,  rës 
quatton  de  ccttcdirectrice  Cil^ + x% + ç  s=  0  *,  d'où  t*  »— *} 
xeai  j  sr£  «  s=  o  ;  X  =t  V^ — K  {  on  trouve  pont  équatiotl  en1 
veWpjtë  de  la  polaire  réciproque  : 

(A/  +  Bpq  +  C$')Çf  -  (Dp  +  E?);+F  =  0. 

L'espèce  de  la  polaire  dépend  du  signe  de  FL  {V.  p.  278)  \ 
ce  qui  est  évident  à  priori ,  car,  suivant  que  le  centre  de  la 
directrice,  qui  est  ici  l'origine,  est  dans  l'intérieur  de  la 
courbe  donnée,  dessus  ou  dehors,  la  polaire  réciproque  est 
une  ellipse ,  une  parabole  ou  une  hyperbole. 

Mêmes  données. 

Application  3.  Pour  que  l'enveloppe  soit  un  cercle  * 
Ton  doit  avoir,  axes  rectangulaires  £^=.kcf\  <P=k*f\ 
^e=4^/(p.  278);  si  l'on  prend  pour  directrice  un  cercle 
décrit  d'un  foyer  de  la  conique  comme  centre,  un  calcul  fa- 
cile feit  Vbir  que  l'équation  de  l'enveloppe  satisfait  au*  trois 
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conditions ,  et  par  conséquent  là  polaire  réciproque  est  on 
cercle;  et  la  polaire  réciproque  d'an  cerde  pair  rapport  t  nn 
antre  cercle  directeur  est  une  conique  ayant  pour  foyer  le 
centre  du  cercle  directeur  *  et  pour  axe  focal  la  droite  qpri 
renaît  les  centres  des  detax  cercles. 

(  La  suite  prockainmnmU:  ) 

COMPOSITIONS  ÉCRITES 

des  six  séries  dans  lesquelles  on  a  partagé  les  candidate  à 
FÉcoiê  polytechnique,  à  Paris,  en  1848  (F.  t.  VI,  p.  326)  (■)• 


Première  série. 

Théttie  dès  limites  et  ses  applications  à  la  géométrie. 

On  donne  une  droite,  un  point  o  sur  cette  droite  et  dent 
points  A ,  B  hors  cette  droite  ;  bti  htàhc  une  suite  de  couples 
de  sécantes  AM,  BM  qui  là  fcbttpènt  èrf  de*  points  C  ;  D  ;  tels 
Çtte  tè  pfodblt  oG  X  ob  est  toâstadt  ;  ttoutefr  le  liëti  fies 
ptfhtsM.  •# 

Pbldi  spécifiques ,  infttmttèntft  prbjiha  à  là  SététftlfaéF: 

Vh>priél&  dfe  l'ôlygêflc. 

Faire  passer  un  cercle  par  trois  points. 

Deuxième  série. 

Méthode  des  coefficients  indéterminés  et  ses  applications* 
Lieu  des  foyers  des  paraboles  égales  inscrites  toutes  dans  le 
même  angle  droit  (t.  III ,  p.  226  et  352). 
Baromètre  et  machine  pneumatique. 
Propriétés  de  l'oxygène. 
Intersection  d'une  sphère  et  d'un  plan. 

O  Euminâtoari  :  MM.  Bertrand  4tHtHffl*|  LtNÎétt  le  FtMf  étftifot. 
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Troisième  Bérie* 

de  des  polygones  et  des  polyèdres. 

projections  du  sommet  d'uni;  ellipse  sur  toutes  ses 

équation  polaire  du  lieu  (F.  p.  234)* 

iules  relatives  aux  foyers  des  miroirs  et  des  lentilles, 

opriclcs  de  l'azote. 

-le  distance  de  deux  droites!  don  t  une  est  parallèle 

a  ligne  uc  terre. 

Quatrième  série. 

m'e  da  plus  grand  commun  diviseur. 

™^wc  de  la  cot      s  suivant  laquelle  se  trans- 
ie      i  plane  d'un  cùr  ?  quand  on  déroule  le  côno 
plan  (t.  IV,  p.  577). 
duclion,  propagation  et  réflexion  du  son. 
P         Mes  du  chlore, 

s  deux  plans,  dont  un  est  parallèle  à  la  ligne  de 

(erre. 

Cinquième  série. 

Transformation  des  coordonnées. 

Lieu  des  sommets  des  triangles  semblables  à  un  triangle 
donné ,  dont  la  base  a  ses  deux  cxtrémtyâ»  sur  les  deux  côtés 
d'un  angle  droit  donné  et  passe  en  outre  par  un  point  donné* 

Inclinaison  et  déclinaison  de  l'aiguille  aimantée,  électro- 
phore. 

Propriétés  du  soufre. 

Plus  courte  distance  de  deux  droites ,  dont  Tune  est  per- 
pendiculaire au  plan  vertical. 

Sixième  série. 
Déterminer  les  dimensions  d'un  cône  droit  dont  on  donna 
le  volume  et  la  surface  convexe. 
Résoudre  l'équation  : 

*4  -f  20j?3  —  742x  —  8660\r— 22875  =s  0. 
Miroirs  et  lentilles  spbériques. 
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Intervalles  musicaux. 

Propriétés  du  carbone. 

Mener  par  un  point  donné  une  droite  parallèle  à  deux 
plans  donnés ,  et  construire  la  longueur  de  la  partie  de  celle 
droite  comprise  entre  le  point  donné  et  un  troisième  plan 
donné. 


GRAND  CONCOURS  DE  1848  (F.  p.  286). 

Question  de  mathématiques  spéciales  complétée. 

Il  faut  joindre  à  Fénoncé  donné  (p.  286),  ce  qui  suit  t 

«  On  indiquera  la  méthode  à  suivre ,  et  Ton  en  fera  l'appli- 

»  cation  au  cas  suivant  : 

x*    y* 
»  L'équation  de  l'ellipse  est  —  + y =*  '>  ccNe  delà  courbe 

»  à  laquelle  TS  demeure  tangente ,  est  x*  =  9y  {x  et  y  dési- 
»  gnant  des  coordonnées  rectangles  relatives  aux  mêmes 
•  axes).  » 

Note.  Le  Deutéroriome  dit,  et  l'Évangile  répète,  que 
l'homme  ne  vit  pas  seulement  de  pain  (non  in  solo  pane  vivat 
homo).  Si  ces  ouvrages  s'étaient  occupés  de  sciences  exactes , 
on  y  aurait  lu  sans  doute  que  le  mathématicien  ne  vit  pas 
seulement  de  géométrie.  Pourquoi  donc,  dans  le  grand  con- 
cours, ne  s'enquière-t-on  jamais  ni  d'arithmologie,  ni  de 
l'analyse  équationnclle,  ni  des  deux  trigonométries ,  ni  de 
statique?  Est-ce  qu'il  n'y  a  plus  là  matière  à  questions  à  la 
portée  des  élèves?  Et  même,  en  fait  de  géométrie,  pourquoi 
s'en  tenir  toujours  au  rez-de-chaussée  et  condamner  z  à  une 
éternelle  nullité?  Au  temps  des  lycées,  les  compositions  em- 
brassaient les  trois  dimensions.  Dans  les  collèges,  on  a  ôté 
une  dimension  ;  cette  amputation  semble  plus  profitable  à  la 
paresse  qu'à  la  science. 
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QUESTION  B  EXAMEN. 


Lieu  géométrique  du  centre  d'un  cercle  tangent  aux  côtés  fu* 
triangle ,  inscrit  dans  une  circonférence, 

PAU  M.  ABBZSV  XJLFOVD, 

élère  du  lycée  Monge  (classe  de  M.  YINGEffT). 


Théorème.  Un  triangle  inscrit  dans  un  cercle  donné  ayant 
un  angle  constant,  et  le  sommet  de  ce  même  angle  fixe;  le 
lieu  du  centre  du  cercle  qui  touche  les  côtés  du  triïfagle  est 
un  limaçon  de  Pascal.  (Paul  Serret) 

Démonstration  (*).  Éqyatiofi  polaire.  Soit  C  le  centre  du 
cercle  donné,  ABD  le  trjangje  inscrit,  B  l'angle  constant  et 
aussi  le sommet  fixe.  Soit  0  le  centre  d'un  cercle  inscrit,  si 
H,  H{  les  points  de  contact  dp  co  cercle  avae  las  côtés  AD,  A$; 
menons  la  droite  BO  rencontrant  de  nouveau  le  cercle  finale 
anjf;  prenons  le  diamètre  BOM  pour  axe  polaire;  pomps 
l£e»R;  m^9>  OBM  =  W;    BNîsm  AH^Atts*; 

BHf==a  =  pcos-B;  AD=  2c,  menons  AN  etDN  ;  les  trian 

gtaÀ9N,DBty  donnent*. 

AF=(«+^-apI(«+p)oos|B+f>fa  ; 

MaiJ  AN  =  DN;  faisant  la  soustraction  et  divisant  par 
*(c— P),  il  vient  : 

fcCos-B  —  c-«=05 

''■•■■  ■■!■■■■  1^— JW^^— 

(')  Le  lecteur  est  prié  de  Touloir  bien  faire  la  fifHrfj. 


-Il»- 

<*,  Mnfltoltti  ?  =*RsjnB>  dope 

f  =  2R(co— sinÎB^f    .  (J) 

équation  polaire  cherchée.  Telle  est  aussi  l'éqaalion  do 
Umuçon  de  Pascal  ;  on  sait  que  cette  courbe  est  du  genre  con- 
eboïde;  la  base  est  ici  le  cercle  donné,  B  le  point  fixe,  et 
ON=BN— BO=2RsinB  est  la  longueur  fixe,  qu'on  porte 
en  detjani  et  au  dehors  du  cercle.  (^p(h  t.  II ,  p.  2J>Q.) 

La  discussion  de  la  courbe  ne  précepte  aucupe  <|iQieplté; 
la  courbe  appartient  aussi  aux  çerclps  mscri^  pt  Ç^ripfgFÎfe* 

Équation  aux  coordonnées  rççlangulairçs  : 

à 
Observation.  Lorsqu'on  prend  l'angle  su ppl£i$ei}tajf p  jjf  g? 

il  faut  remplacer  tfnrB  par  cos-B, 

JVofe.  Construisant  le  cercle  y+ (x  —  2|l)1= 4R1  sig-p  et 

§^aissan{de  VprigiPfi  4es  perpepdiculafrps  »ur  les  taftfWttt* 
Jgs  pie^i  (Je?  pçrpepdieulaircf  fprraeflt  Ifi  liipaçop  dq  f^ç^  t 
(t.  JV,  p.  426);  aufrppiept  le  Jjinaçon  de  P«*cal  est  te  jW*»W 
§9  rpfj^iae  de  ce  cercle.  T». 


QUESTION  P'EXAMEN 

fur  le  nwuvçtqtrit,  poyr  f  ^mwioff  à  fEcile  pç&tç^Mj 
en  1848  (F.  t.  VI,  p.  4qj), 

JtatfWwe.  »  courbe»  situées  dans  le  même  plan  sont  pan» 
courue*  -ctocqne  par  un  point  matériel  de  masse  connue  ;  on 
dooqe  la  loi  du  rapuvement  de  la  projection  de  chacun  de  cet 
point*  sur  une  droite  ;  trouver  le  lieu  géométrique  du  eentif 
de  gravité  de  ces  masse». 
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Solution.  SoientFl=0,Fa=o...Ffl=0(i)  les  équations  des» 
courbes  données  ;  soit  x=ft(t) ,  x=f£t) . . .  x=fn{t)>  t  désignant 
le  temps ,  les  relSiiogs  données  du  mouvement  des  projec- 
tions des  /t  points  matériels  des  masses  mt ,  m%...  m„;  éliminant 
x  entre  les  équations  F,=0  et  x=ft{t),  on  aura  :  jr=i$i 
de  mômci^=<pa(0...  ,r=Tn(0;  *  et  pétant  les  coordonnées 
du  centre  de  gravité  des  masses  au  bout  du  temps  t,  on  aura  : 

(mt  +  m%  +  ...mn)x  =  mifi(t)  +  mMf%[t)  +  ...  *"./„(/) 
K  +  *»,  +  ...  roj.r  =  mgtft(t)  +  mjfJJ)  +  ...  m^lj; 

éliminant  t ,  on  ala  relation  cherchée  entre  x  et  ^. 

Théorème.  Un  point  matériel  décrit  une  conique,  dételle 
manière  que  ses  projections  sur  une  droite  sont  soumises  à  on  ' 
mouvement  uniforme;  dans  le  même  plan,  un  autre  point 
matériel  décrit  une  droite  d'un  mouvement  uniforme;  le 
centre  de  gravité  des  deux  masses  décrit  une  conique. 

Démonstration.  L'abscisse  de  la  droite  est  une  fonction 
linéaire  entière  du  temps;  donc  l'ordonnée  est  aussi  une  telle 
fonction.  L'abscisse  de  la  conique  est  une  fonction  linéaire  do 
temps  ;  donc  l'ordonnée  de  la  conique  est  une  fonction 
linéaire  du  temps,  plus  la  racine  carrée  d'une  fonction  de 
second  degré  du  temps.  Ainsi  x  ety  étant  les  coordonnées 
du  centre  de  gravité,  on  a:  j?=/(0;  y  =  <?(0  +  V^ÏA i 
f{t)  et  ?(0  sont  des  fonctions  linéaires,  et  ?,(/)  une  fonction  du 
second  degré  ;  donc  t  est  une  fonction  linéaire  de  x ,  et  l'on  a  : 
y  =  T(x)  +  VïîJx)  >  où  F(x)  est  linéaire  et  F,(jt)  du  second 
degré.   C.  Q.  F.  D. 

Observation.  Dans  la  question  particulière  proposée  par 
M.  Bertrand ,  la  conique  est  une  parabole,  et  le  centre  com- 
mun de  gravité  devient  aussi  une  parabole.  Lorsque  les  deux 
vitesses  des  mouvements  uniformes  sont  égales  et  de  sens  op- 
posés, la  parabole  que  décrit  le  centre  de  gravité  se  change 
en  une  droite  analytiquement  double;  évident  d  priori. 
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BIOGRAPHIE. 


WANTZEL. 

Les  sciences  mathématiques  viennent  de  perdre,  avant 
qu'il  eût  atteint  trente-quatre  ans,  un  des  hommes  sur  les- 
quels elles  pouvaient  fonder  les  plus  belles  espérances.  On 
pense  que  les  lecteurs  des  Nouvelles  Annales ,  qui  ont  reçu 
le  dépôt  de  plusieurs  de  ses  remarquables  travaux,  verront 
avec  un  vif  intérêt  une  notice  sur  ce  qui  concerne  ce  savant 
si  éminent  et  si  regrettable. 

Pierre-Laurent  Wantzel ,  ingénieur  des  ponts  et  chaussées, 
répétiteur  et  examinateur  d'admission  à. l'École  polytech- 
nique ,  membre  de  la  Société  philomathique,  naquit  à  Paris 
le  5  juin  1814, 4e  M.  Frédéric  Wantzel,  encore  existant,  ci 
de  Marie  Aldon-Beaulicu,  qui  a  précédé  son  Cls  de  six  mois 
dans  la  tombe.  Son  père ,  d'une  famille  de  banquiers  de 
Francfort-sur-le-Mein,  que  les  guerres  de  1798  avaient 
obligé  de  venir  chercher  l'existence  à  Paris,  s'était  armé, 
trois  mois  avant  la  naissance  de  son  Cls,  pour  défendre,  dans 
les  rangs  de  la  vieille  garde  impériale,  le  territoire  envahi 
de  sa  patrie  adoptive.  Rentré  sept  ans  après  dans  la  vie  ci- 
vile, où  il  occupe  depuis  celle  époque  la  place  de  professeur 
de  mathématiques  appliquées  à  l'École  spéciale  du  com- 
merce ,  M.  Wantzel  père  avait  retrouvé  sa  femme  et  ses  en- 
fants à  Écouen  près  Paris ,  où  son  beau-père  possédait  une 
propriété. 

Déjà  la  haute  intelligence  de  Laurent  Wantzel  se  révélait 
Placé  chez  l'instituteur  primaire  d'Écoucn ,  qui  était  en  même 
temps  arpenteur,  il  montrait,  avec  une  grande  mémoire , 

A*».  M  11 4TI«M.  vu.  31 
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une  merveilleuse  aptitude  pour  les  mathématiques,  dont  il 
lisait  les  livres  avec  une  extrême  avidité.  Il  dépassait  bientôt 
son  maître ,  qui  recourait  au  petit  Wantzcl ,  à  peine  Agé  de 
neuf  ans ,  lorsqu'il  avait  à  faire  quelque  arpentage  difficile. 

Entré  en  novembre  1826,  à  douze,  ans  et  demi,  à  l'École 
des  Arts  et  Métiers  de  ChAlons,  alors  dirigée  par  an  géo- 
mètre bien  capable  de  l'apprécier,  feu  M.  Bobilier,  il  était 
bientôt  licencié  (avril  1827)  avec  toute  l'école,  pour  une 
révolte  à  laquelle  son  caractère  méditatif  et  paisible  avait  dû 
le  détourner  de  prendre  aucune  part  :  âtossi  était-Il  Inscrit  fc 
premier  sûr  la  liste  de  réorganisation  fen  octobre  stiftant 
Mais  il  ne  se  sentait  aucun  goût  pont  les  tiràvftuk  maûtteb 
auxquels  tous  les  élèves  de  cette  école  étaient  désormais  as- 
treints, et  il  sollicitait  éloquemment,  dans  rfes  ïettaesàioi 
pète ,  une  édticàtioto  ^ptato  scientifique. 

Là  tottmttntcation  dtrt  fat-donnée  de  cette  èottesfNfflftMéè 
remarquable  à  M.  Lievyns  décida  son  entrée ,  le  $8  tttfft 
1828 ,  dans  l'institution  dont  cet  bomme  honorable  était  chef, 
rue  Boucherat ,  à  Paris.  C'est  le  même  qui ,  qti&tortê  ans 
plus  tard ,  lui  donna  la  main  de  sa  fille  aînée.  Il  se  chargea 
lui-même  d'enseigner  les  langues  grecque  et  latine  à  sort 
nouvel  élève  qui  n'en  possédait  pas  les  premiers  rudiments; 
et,  grâce  à  ses  paternelles  et  habiles  leçons,  Wantzel ,  dont 
l'ardeur  et  le  courage  ont  toujours  égalé  l'intelligence,  élut 
admis  six  mois  après  à  suivre  une  classe  de  seconde  dn 
collège  Charlemagne.  Deux  accessit ,  l'un  de  vers  latins  dans 
cette  classe ,  l'autre  de  version  grecque  un  an  après  en  rhé- 
torique, témoignent  assez  que  cette  admission  ne  fut  point 
utie  affaire  de  faveur. 

Ses  progrès,  comme  on  peut  le  penser,  n'étaient  pas  moins 
rapides  dans  les  sciences,  sous  la  savante  direction  de 
M.  Manchet,  alors  répétiteur  dans  l'institution  Lievyns,  et 
aujourd'hui  inspecteur  général  de  l'Université.  Les  succès 
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lcifJtobrfHsn*  <*  élaktot  teMmltat.  Au<si ,  feu  M.  Rcynaud 
kBprfe,t*Ll&29,  de  corriger  ks  épreuves  d'une  nouvelle 
édition  4e  ton  Traité  d'arithmétique,  et  introduisit  précièo- 
«ment,  dans  te  Kvre  très-répandu,  une  démototràticto  dote 
à  VMsMi)  #tet*s<Égé  de  tjtfcfww  ms,  dNni  temote  sut  To^jWeft 
imt  le  monde*  MMfeit  dëptote  kHgtâtfpè  tiaws  fa  pratique 
Jéfèxfractkm  de  totoctae  carrée,  tuais  qui  â'araft  pas  en- 
aoreéléiiémonUré. 

«et*  4e  ?Mte9et>hie  en  1631 ,  fl  obtenait ,  cette  année ,  lé 
pfttafe*  jrttft  *e  dissertation  française  an  collège  Charlemagne 
et  iè  deoiième  pri*  de  dissertation  latine  au  txttcouft  géué- 
»  4e  Paris  ;  et ,  Tannée  suivante ,  il  retopttrtafl 
ï  général,  comme  à  soft  collège,  les  premiers  purlx 
4»  «MtfeftittMityies  spéciales  et  de  physique.  A  la  même  épo  - 
qpe  fffett)  Hâtait  reçu,  à  dhc-fcutl  ans /le  premier  h  rteote 
polytechnique  et  le  première  l'École  normale  (sedion  des 
i)  v  double  «uecès  faconnu  jtitfqu'à  lof. 

air  de  Jta  passage  pat*  l'École  polytechnique  s'y 
est  conservé  par  une  glorieuse  tradition ,  tant  Tut  grande 
VttÊpHMMà  qu'y  laissèrent  4a  supériorité  de  son  esprit  et  th 
■oMésse*  4a  frendrâe ,  la  bienveillance  de  son  caractère. 

Serti  «en  483* ,  dans  les  pdnts  et  éhaussées,  il  ht  envoyé 
eft  1ti&6<dans  les  Ardcwftes ,  eomme  élève  eu  mission ,  et  en  ' 
IMS 4ns  lo  Berry.  Mais ,  après  sa  démise  ttmrée  -d'école 
ipéeiate ,  M  ic  voulut  plus  quitter  les  spécifiions  de  1* 
aeieace.  41  dtoaH  gaiement  &  ses  'émis  qu'il  ne  ferait  xju'on 
aédiocre  ingénieur.  11  préférait  renseignement  des  mathé- 
iMliques,  qu'il  professait  longtemps  déjà  avant  tic  quitter 
les  bancs,  et  qu'il  professa  encore  quelques  jours  avant  fa 
mort.  11  demanda  donc,  en  1837,  un  congé  indéfini ,  rcn:>n 
çant ,  quoique  sans  for  lune ,  à  tout  traitement ,  cl  bien  résolu 
à  donner  «a  démission  si  le  congé  était  refusé.  Le  drftte  son 
MnrifristnMon ,  M.  tjçgrand ,  tiVtrt  garde  de  perdre  un  $ar<*i 
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homme.  Il  le  chargea ,  pour  pouvoir  lai  conserver  une  partie 
de  ses  appointements,  d'analyser  quelques  ouvrages  écrits 
en  langue  allemande ,  que  son  père  lai  avait  apprise  daai 
une  de  ses  vacances  $  il  lui  donna,  en  mai  1840,  le  grade 
d'ingénieur,  et  l'attacha  à  l'École  des  ponts  et  chaussées  à  la  fia 
de  1 844,  comme  répétiteur  du  cours  de  mécanique  appliquée. 

Cependant  l'École  polytechnique  l'inscrivait,  en  1838 
(20  novembre),  au  nombre  de  ses  répétiteurs  d'analyse,  et 
il  était  chargé  en  1843,  au  décès  de  M.  Reynaud,  des  exa- 
mens d'admission.  Il  faisait  le  cours  de  mathématiques  spé- 
ciales dans  les  institutions  de  M.  Massin  et  de  M.Verdot  (suc- 
cesseur de  M.Lievyns),  et  des  interrogations  périodiques 
dans  plusieurs  autres.  11  suppléait  souvent  les  professeurs 
de  mathématiques  et  de  physique  du  collège  Charlemagne. 
De  nombreux  élèves  venajpnt  chez  lui  recevoir  des  leçons 
particulières. 

Son  enseignement ,  au  dire  de  tous ,  portait  un  cachet  par- 
ticulier de  netteté,  de  fermeté,  de  lucidité  et  d'agrément 
Personne  ne  savait,  avec  plus  de  douceur  et  de  patience, 
obtenir  de  ses  auditeurs  un  silence  plus  attentif.  11  était  tou- 
jours compris,  malgré  la  rapidité  de  son  exposition,  l'ori- 
ginalité de  ses  méthodes ,  et  la  volubilité  de  sa  parole ,  dont 
le  ton  ne  s'élevait  jamais.  Une  objection  imprévue ,  une  diffi- 
culté malicieusement  proposée,  était  à  l'instant  résolue: 
aussi  ses  élèves  l'adoraient  et  le  vénéraient.  Dans  les  exa- 
mens, il  était  devenu  en  quelque  sorte  proverbial  pour  l'im- 
partialité aussi  consciencieuse  qu'éclairée  :  si  quelques  can- 
didats le  redoutaient,  c'est  qu'ils  n'étaient  pas  sûrs  d'eux- 
mêmes,  et  que  l'on  savait  qu'avec  lui  rien' n'était  donné  au 
hasard.  Il  se  récusait  loyalement  pour  peu  qu'il  les  connût. 

Dans  ses  tournées ,  il  examinait  dix  et  douze  heures  par 
jour,  bien  que  déjà  malade.  En  général ,  on  peut  lui  repro- 
cher d'avoir  été  trop  rebelle  aux  conseils  de  la  prudence  et 
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de  l'amitié.  11  travaillait  ordinairement  le  soir,  ne  se  couchant 
que  bien  avant  dans  la  nuit ,  lisait  ensuite,  et  ne  dormait  que 
quelques  heures  d'un  sommeil  agité,  faisant  alternativement 
abus  de  café  et  d'opium  ;  ne  prenant  ses  repas ,  jusqu'à  son 
mariage,  qu'à  des  heures  mal  réglées.  Il  se  fiait  sans  mesure 
à  une  constitution  naturellement  très  forte ,  à  laquelle  il  fai- 
sait braver  à  plaisir  tous  les  genres  d  épreuve.  Il  en  a  triste- 
ment fait  porter  la  peine  à  ceux  qui  pleurent  sa  fin  pré- 
maturée. 

Nous  donnerons  plus  bas  la  note  à  peu  prés  complète  de 
ses  travaux.  Ces  travaux  sont  importants  sans  doute.  Ils 
portent  presque  tous  l'empreinte  de  sa  haute  supériorité;  plu- 
sieurs constituent  un  vrai  service  rendu  à  la  science.  Mais , 
disoos-le ,  ils  ne  sont  pourtant  pas  en  rapport  avec  ce  qu'il 
était  permis  d'attendre  de  son  imagination  active ,  de  son  ex- 
trême facilité,  de  sa  connaissance  étendue  et  profonde  des 
mathématiques  pures.  On  a  attribué  cette  sorte  de  mécompte 
à  la  tournure  métaphysique  de  son  esprit  :  je  crois  qu'il  est 
dû  plutôt  à  l'irrégularité  de  sa  manière  de  travailler,  à  l'ex- 
cès des  occupations  où  il  s'était  engagé,  au  mouvement  con- 
tinuel et  pour  ainsi  dire  fébrile  de  sa  pensée ,  et  à  l'abus 
même  de  sa  facilité.  Wantzel  improvisait  plus  qu'il  n'élabo- 
rait :  il  ne  se  donnait  probablement  pas  le  loisir  ni  le  calme 
nécessaires  pour  rester  longtemps  sur  un  même  sujet.  Tout 
porte  à  penser  que  s'il  eût  vécu  quelques  années  encore,  il 
eût  modifié  ce  régime,  et  que,  mettant  enfin  sérieusement 
en  œuvre  les  matériaux  accumulés,  il  eût,  par  des  travaux 
suivis  et  d'une  haute  portée,  pris  dans  le  monde  savant  la  place 
que  lui  assignait  son  génie  mathématique. 

Mais,  si  occupé  qu'il  fût ,  il  avait  toujours  du  temps  de 
reste  quand  il  était  question  d'obliger.  Un  ami  lui  soumet- 
tait-il une  difficulté ,  un  problème,  le  lendemain  ne  se  pas- 
sait pas  sans  en  recevoir  la  solution  complète ,  ou  la  preuve 


irréfragable  qoe  le  problème,  mal  posé ,  était  sans  solution. 

La  conversation  de  Wantzel  était  animée,  rapide  et  j 
oiseuse.  Un  iaterlocuteor  dont  il  se  croyait  compris  ] 
la  prolonger  à  volonté.  Il  aimait  cependant  le  silence,  et  fe 
gardait  strictement  plutôt  que  de  parler  pour  aérien  dire.  H 
était  éminemment  conti  adictenr,  mais  sans  passion ,  et  jamais 
sa  contradiction  ne  désobligeait;  comme  elle  ne  portait  peM 
s«r  des  mots ,  elle  tendait ,  jnsqne  dans  ses  paradoxes ,  à 
éclairer,  en  les  soulevant ,  de  nouvelles  faces  des  questions, 
et  on  le  voyait  abandonner  sa  première  opinion  an  point 
d'entrer  quelquefois,  avec  bonhomie,  dans  votre  sens  Mitant 
que  vous-même.  Plein  de  déférence  et  d'aménité,  c'était  ua 
de  oes  hommes  rares  qui  disent  tout  sans  blesser,  qui  afont 
pas  le  temps  de  penser  mal  de  personne  et  qui ,  reapeetaat 
tant  le  monde ,  sont  respectés  et  aimés  de  tons.  Ses  lettres 
étaient  pleines  de  convenance  et  de  modestie. 

Son  érudition  variée  devenait  expansive  lorsqu'on  h  pro- 
voquait. Passionné  pour  la  musique  quoique  à  peina  musi- 
cien ,  il  raisonnait  contre-point  avec  les  plus  savants  compo- 
siteurs. Il  avait  étudié  avec  une  sorte  d'acharnement ,  avant 
et  après  son  entrée  à  l'École  polytechnique ,  les  philosophes 
allemands  et  écossais  de  la  Un  du  dernier  siècle ,  et  les  éclec- 
tiques français  du  nôtre  ;  il  avait  médité  Goethe ,  et  il  s'était 
même  laissé  surprendre  par  les  auteurs  moderne*  des  romans 
français  dits  de  mœurs.  Mais  sa  haute  raison  lui  faisait  sentir 
bieutôl  le  vide  des  doctrines  purement  humaines. 

On  me  saura  gié,  je  pense ,  de  donner  quelques  détails 
sur  ses  sentiments  en  religion. 

Eîifant  de  chœur  à  Écoucn  où  s'était  faite  sa  première 
communion,  Wantzel  avait  conservé  une  ferveur  de  piété 
extraordinaire  à  l'école  de  Châlons  et  dans  la  pension  de 
M.  Lievyns,  où  l'instruction  religieuse  était  donnée  par 
M.  l'ahbé  fier  tin ,  du  clergé  de  St-Paul-St-Louia.  La  moindre 


faute,  quelquefois  imaginaire ,  qu'il  croyait  avoir  à  se  re- 
procher, tourmentait  sa  conscience  scrupuleuse  jusqu'à  ce 
qoTH  l'eût  soulagée  dans  le  sein  de  ce  charitable  directeur, 
qu'il  aima  toute  sa  vie  avec  tendresse ,  et  auprès  duquel  il 
tenait  passer  une  on  deux  heures  par  jour  pendant  ses  ma- 
ladies.  Il  continua  à  pratiquer  ostensiblement ,  et  avec  assi- 
duité, pendant  sa  première  année  d'École  polytechnique, 
tons  les  préceptes  catholiques,  sans  s'inquiéter  des  plaisan- 
teries qu'il  bravait ,  mais  qui ,  suivant  son  père,  ne  laissaient 
pat  de  le  faire  souffrir.  Tout  à  coup ,  à  l'âge  d'un  peu  plus  de 
dix-neuf  ans,  les  sentiments  panthéistiqoes  et  sceptiques, 
jusque-là  réprimés ,  remportèrent ,  et ,  bientôt ,  dans  cette 
*oie  nouvelle ,  sa  pensée  et  sa  vie  ne  surent  plus  s'arrêter,... 
Il  soutenait ,  en  1835 ,  contre  M.  H"**,  ingénieur  à  Charle- 
ville ,  des  discussions  k  outrance  ;  il  ne  voyait  plus  M.  Berlin 
que  pour  le  combattre  avec  des  arguments  puisés  dans  ses 
lectures  plus  que  dans  ses  propres  idées. 

A  cette  période  de  passion  succéda  une  époque  d'indiffé-  • 
renée.  Mais  ce  dernier  état  était  trop  peu  dans  sa  nature 
pour  qu'il  pût  s'y  tenir.  La  foi  revint  en  lui  à  l'époque  de 
•on  mariage.  Le  retour  fût ,  quelques  moments ,  complet  et 
pratique  :  il  y  avait  sans  doute  été  préparé  par  l'audition 
sérieuse,  à  Notre-Dame ,  des  conférences  des  PP.  Lacordaire 
el  de  Ravigoan ,  qu'il  goûtait  beaucoup,  surtout  le  second. 

Plus  tard ,  exprimant  a  M.  Berlin  son  regret  de  se  trouver 
encore  si  faible  et  si  mal  disposé ,  il  venait  lui  demander  des 
messes,  et  lar  consécration  à  la  sainte  Vierge  des  enfants  qui 
lui  naissaient. 

Enfin ,  douze  ou  quinze  jours  avant  sa  mort,  ayant  ren- 
contré M.  l'abbé  Bertin ,  il  l'accompagna  chez  lui ,  lui  dit 
son  départ  fixé  au  lendemain  pour  le  Midi ,  s'occupa  longue- 
ment avec  lui  de  sa  conscience ,  el  se  recommanda  à  ses 
prières  au  saint  sacrifice....  Les  doutes  étaient  dissipés,  et 
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tous  les  sentiments  du  jeune  âge  étaient  revenus  dans  cet 
esprit  mûri  par  la  réflexion  et  la  souffrance.  Son  respectable 
ami ,  le  croyant  parti ,  n'alla  point  le  visiter  :  il  espère  bien 
le  revoir  dans  uu  meilleur  séjour. 

Son  voyage  en  Languedoc  n'eut  pas  lieu.  Il  eût  été  inutile. 
Le  mal  avait  trop  profondément  déjà,  depuis  six  mois,  miné 
sa  poitrine.  Il  ne  put  plus  quitter  sa  chambre ,  et  il  succombt 
le  21  mai  1848 ,  dans  un  moment  où  un  faux  espoir  vêtait 
de  renaître  dans  son  entourage.  Ses  traits ,  calmes  et  sereins, 
aussitôt  recueillis,  étaient  empreints  de  douceur  et  de  génie, 
et  d'une  beauté  inaccoutumée. 

Il  était  marié  depuis  le  21  février  1842  à  la  fille,  Agée 
à  peine  de  dix-sept  ans,  de  son  ancien  maître  M.  Lievyns, 
dont  la  maison  est  si  fière  de  l'avoir  eu  pour  élève.  Elle  loi 
a  donné  deux  filles.  Une  lettre,  aussi  naïve  que  touchante, 
de  cette  jeune  veuve  à  M.  Wantzci  père,  sur  son  bonheur 
constant  de  six  années  9  prouve  que  celui  que  nous  regrettons 
n'était  pas  moins  doué  des  qualités  qui  font  la  joie  et  la  paii 
de  l'intérieur  d'une  famille  que  de  celles  qui  font  le  bon  ami 
et  Thomme  utile  à  la  société.  Puisse  ce  faible  témoignage 
apporter  quelques  moments  de  consolation  à  la  douleur  d'une 
telle  perte. 

PUBLICATIONS   DE  WANTZEL. 

Journal  de  l'École  polytechnique. 

Cahier  XXY,  p.  151-157,  1837.  Note  sur  les  nombres  in- 
commensurables. L'auteur  établit  pour  les  incommensurables 
numériques  des  théorèmes  analogues  à  ceux  de  M.  Liouville 
sur  les  incommensurables  algébriques. 

Cahier  XXVII,  p.  85-122,  1839.  Mémoire  et  expériences 
sur  l'écoulement  de  l'air,  déterminé  par  des  différences  de 
pression  considérables;  par  MM.  Barre  de  Saint  Venant  et 
Wantzci. 
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Journal  des  mathématiques  pures  (Liouville). 

Tome  II,  p.  366-372,  1837.  Recherches  sur  les  moyens 
de  reconnaître  si  un  problème  de  géométrie  peut  se  résoudre 
avec  la  règle  cl  le  compas.  Il  démontre  pour  la  première  fois 
l'impossibilité  de  résoudre  géométriquement  la  duplication  du 
cube ,  la  trisection  de  l'angle,  etc.  Depuis,  M.  Sturm  a  sim- 
plifié ce  genre  de  démonstration,  mais  il  n'y  a  rien  de  publié. 

Tome  IV,  p.  185-188 ,  1839.  Lettre  à  M.  Liouville  sur  la 
détermination  de  la  figure  d'équilibre  d'une  masse  fluide  en 
rotation  et  soumise  à  des  forces  attractives.  Le  but  est  de  ren- 
dre rigoureuse  la  seconde  méthode  de  Laplace  relative  à  celte 
question. 

Comptes  rendus  de  l'Académie. 

2*sem.  1842,  p.  732.  Remarques  à  l'occasion  d'un  mémoire 
de  JVL  Maurice  sur  l'invariabilité  des  grands  axes. 

2e  scm.  1843,  p.  1140.  Nouvelles  expériences  sur  l'écou- 
lement de  l'air  déterminé  par  des  différences  de  pression  con- 
sidérables (conjointement  avec  M.  de  Saint- Venant). 

JWtf.,  p.  1191.  Mémoire  sur  l'intégration  des  équations 
différentielles  linéaires  au  moyen  des  intégrales  définies.  L'au- 
teur applique  aux  équations  différentielles  une  méthode  dont 
Laplace  s'est  servi  pour  les  équations  aux  différences  finies. 

1er  sem.  1844,  p.  1197  (24  juin).  Note  sur  l'intégration  des 
équations  de  la  courbe  élastique  à  double  courbure.  Dans 
celte  note  remarquable,  ouvrage  de  quelques  heures,  il 
simplifie  et  complète  la  solution  de  M.  Binet ,  dont  un  ex- 
trait venait  de  paraître  (Comptes  rendus,  17  juin ,  p.  1115. 
Voyex  aussi  f r  juillet ,  2*  sém.,  p.  1).  Comme  conséquence, 
Wantzel  a  montré  pour  la  première  fois ,  dans  une  commu- 
nication inédite  faite  à  la  Société  philomathiquc  le  29  juin 
(citée  par  M.  de  Saint- Venant  au  compte  rendu  de  l'Aca- 
démie, 15  juillet,  p.  148),  que  la  courbe  affectée  par  l'axe 


d'une  verge  élastique  primitivement  cylindrique,  sollicitée 
par  un  couple ,  est  nécessairement  une  hélice. 

2*  sem.  1845,  p.  366.  Note  sur  l'écoulement  de  l'air. 

1"  sem.  1847,  p.  430.  Note  sur  la  théorie  des  nombres  com- 
plexes à  l'occasion  du  mémoire  de  M.  Lamé  sur  le  théorème 
de  Fermât. 

.  im  sem.  1848,  p.  600  (posthume).  Mémoire  sur  la  théorie 
des  diamètres  rectilignes  des  courbes  quelconques.  Wantwi 
parvient  à  cette  proposition  :  Les  diamètres  rectilignes  d'une 
même  courbe  appartiennent  à  une  conique  dans  laquelle  fli 
correspondent  aux  mêmes  cordes,  et  forment  avec  son  cou- 
tour  des  secteurs  équivalents.  L'auteur  indique  aussi  le 
moyen  de  former  l'équation  générale  des  courbes  qui  ont  n 
diamètres ,  et  même  des  courbes  autres  que  les  coniques  qui 
ont  un  nombre  infini  de  diamètres  rectilignes. 

Société  philomathique  {nouveau  Bulletin). 

14  janvier  1843.  Noie  sur  les  incommensurables  d'origine 
algébrique. 

11  février.  Sur  la  surface  dont  l'aire  est  un  minimum. 

27  mai.  État  d'équilibre  des  températures  dans  un  cylindre 
de  forme  quelconque,  obtenu  dans  chaque  cas  au  moyen  de 
divois  systèmes  de  surfaces  isothermes. 

11  janvier  1845.  Sur  la  résolution  des  équations  algé- 
briques par  des  radicaux. 

6  décembre.  Démonstration  purement  algébrique  de  l'im- 
possibilité d'exprimer  les  racines  d'une  équation  algébrique 
par  des  fonctions  transcendantes. 

6  février  1847.  Remarques  sur  la  forme  par  laquelle 
M.  Cauchy  développe  une  fonction  suivant  la  puissance  de  la 
variable. 

20  novembre.  Recherches  sur  les  diamètres  rectilignes  des 
courbes. 
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Nouvelles  annales  de  mathématiques. 

Tome  U,  p.  117-197,  t843.  Classification  dasnonrtures  ii*- 
çommeiisurables  d'origine  algébrique. 

Tome  III,  p.  325-329, 1844.  Note  sur  les  racine*  com- 
plexes des  équations  et  sur  les  facteurs  des  polynômes  algé- 
briques. 

Tome  IV,  57-65,  1845.  De  l'impossibilité  de  résoudre 
toutes  les  équations  algébriques  avec  des  radicaux. 

On  espère  trouver  dans  ses  papiers  d'autres  travaux ,  entre 
autres  la  communication  inédite ,  faite  à  la  Société  philoma- 
tMqae ,  es  la  sommation  d'une  classe  de  séries ,  par  le  calcul 
des  pfckhK.  Saint-Venant. 


THÉORÈME  DE  GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE. 


Le  théorème  de  M.  Serret,  dont  j'ai  donqé  uop  démons- 
tration analytique  dans  le  lorae  précédent  de  ce  Journal , 
n'est  qu'un  cas  parttoaWer  d'un  théorème  relatif  à  toutes  les 
surfaces  gauches  du  second  degré,  et  qui  s'énonce  ainsi  : 

«  Dans  toute  surface  gauche  du  second  degré,  la  somme 
»  des  distances  des  différents  points  d'une  même  ligne  de 
»  courbure  à  une  trajectoire  orthogonale  quelconque  des  g*- 
»  nératrfees  rectilignes  du  premier  système  et  ft  une  trajee- 
»  toire  orthogonale  quelconque  des  génératrices  rectilignes 
»  du  second  système ,  a  constamment  la  même  valeur.  » 

La  démonstration  de  ce  dernier  théorème  est  d'ailleurs 
d'une  extrême  facilité.  Soit,  en  effet,  A/«B  une  ligne  de 
courbure  d'un  hyperbololde  ou  d'un  paraboloïde  gauche, 
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CD  une  trajectoire  orlhogouale  des  génératrices  rectilignei 
du  premier  système,  et  C,D,  une  trajectoire  orthogonale  des 
génératrices  recti lignes  du  second  système.  Prenons  sur  AotB 
deux  points  inflniment  voisins  m  et  m\  et  menons  les  géné- 
ratrices rectilignes  mn,  mnnm'ri,  m'rit ,  qui  répondent  à  cet 
points ,  il  faut  prouver  que 

mn  -|-  mn,  =  m'/i'-J-  m'it',. 

Or,  prenons  sur  ri  m1  une  longueur  rip'  égale  à  nui ,  et  sur 

mn,  une  longueur  nxpt  égale  à  m'ri, ,  puis  joignons  m/f  et 

m'pl9  les  deux  triangles  mm'p/  et  mm'p,  seront  égaux, 

comme  rectangles  et  ayant  mm!  commun  et  l'angle  mntp 

égala  l'angle  m'rnp,,  puisque,  d'après  une  propriété  bien 

connue ,  la  ligne  de  courbure  fait  en  chaque  point  des  angles 

égaux  avec  les  génératrices  rectilignes  qui  y  passent  ;  de  là 

résulte: 

m'p'  =  mpa , 
et  par  suite  : 

mn  +  mnx  =  ndri+  m'ri,.  C.  Q.  F.  D 


SUR  LES  NORMALES  AUX  CONIQUES. 

-     PAH  X.  CATALAN. 


Parmi  les  différentes  méthodes  que  Ton  peut  employer 
pour  mener,  d'un  point  donné,  une  normale  à  une  conique 
donnée,  il  en  est  une  qui  exige  seulement  Y  emploi  de  la  règle 
et  du  compas.  Cette  méthode,  trop  peu  connue,  a  été  indi- 
quée, il  y  a  cent  soixante-dix  ans,  par  delà  Hire,  célèbre 
géomètre  français  (*).  J'ai  cru  faire  une  chose  utile  en  la  re- 
produisant avec  quelques  simplifications. 


(*)  Nouveaux  Élément*  des  coniques  (  1679  ). 


1.  Supposons  que  la  conique  soit  une  ellipse  t  les  nor- 
males abaissées  sor  dette  courbe  par  un  point  (p,  q)  pris  dans 
md  plan  seront  déterminées  par  les  équations 

e'XY  —  a'pY  -f  b'qTL  =  0  ;  (2) 

lesquelles  donnent ,  par  l'élimination  de  T  : 

X»-2^X»+^(ay+*V-«<)X,+2^X-^=0.  (3) 

S.  Afin  de  construire  les  racines  de  celte  équation,  es- 
sayons de  combiner  l'ellipse  donnée  avec  un  cercle. 
L'équation  de  ce  cercle  sera  < 

et  si  l'on  cherche  les  abscisses  des  points  d'intersection  de  ces  ' 
deux  courbes,  on  trouvera  qu'elles  sont  fournies  par  l'équa- 
tion 

.  \  (5) 

dans  laquelle 

*•=*'+ a*+p*—  R\ 

3.  Maintenant,  pour  ramener  l'équation  (S)  à  l'équation 
(5) ,  posons  X  =  mx ,  et  identifions  ;  il  Tiendra  : 

Ces  relations  déterminent  facilement  «,  p,  R  et  m.  En 
effet ,  la  première  et  la  troisième  donnent  *•  = y. 
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e  *  -4-  m*m* 

Ûtï  fîffe  onsitftè  de  ta  quatrièt&c ,  p%==    «    4 , 7 .  Pais,  de 


la  seconde  : 


,»•   Œ    ylZL  (6) 


Cette  formule  donne  pour  m  dttia?  valeur*  réellet,  égal» 
et  de  signes  contraires  :  comme  m  est  an  rapport ,  on  peal 
cenveair  de  prendre  seuleueal  la  valeur  positif.  Alan 

ft*=a^-F+*'+ê'm\  (9) 

Le  WBrtW*t le  rayon  dfe  là  cHrtDOnNIfeiMn MMM  tiùMMs,  4 
IVmi  eohstttaK  cèHetfroMiMHBboe ,  et  que  l'on  iwÉUpHef* 
m  les  abscisses  des  points  communs  aux  deux  courbes ,  41 
connaîtra  les  abscisses  des  pieds  des  diflerentes  normale' 
menées  à  l'ellipse  par  le  point  donné. 

4 .  Si  l'on  pose  /=  *— ,    g  ==  — ,  on  obtient  : 

è\  cesèrirhfêrès  vatèùft  se  construisent  assez  simplement. 
Supposons ap=bq.  Alors  wi=l,  »=£-,  p=±— J/'/'-K, 

R1  =  a*+  (**+*"•  En  mette  temps ,  les  équations  (S)  et  (5)  ont 
les  mômes  racines  ;  et  par  conséquent ,  si  dans  le  plan  dune 
ellipse  on  prend  un  point  tel  que  ses  distances  aux  deux  axe» 
soient  en  raison  inverse  des  grandeurs  de  ces  axes ,  les  pieds 
des  différentes  normales  menées  à  l'ellipse  par  ce  point  seront 
situés  sur  une  même  circonférence. 
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Il  ne  faut  plis  oublier  que  le  point  fournira  quatre  nor- 
males ,  seulement  quand  il  sera  dans  l'intérieur  de  la  ètot* 
tofpft  dé  l'ellipse ,  laquelle  a  pour  éqttatiôU  : 

(*£ +  (*?£-*  «É- 
*  ÎM  te  point  est  à  l'intention  de  ce^^ 

la  droite  représentée  par  ap=bq,  on  aura  ap=bq=—p. 
AU  moyeu  de  ces  valeurs,  l'équation  (3)  devient  : 

x'-Ftx'-ï*'x'+Â-x~£=* 

Posons  X=  -4c if  d'où  fi/4—  2*3—  3/'+  U  —  1  =  0. 
1/2 

Cette  équation  a  pour  racines  : 

-1  +  1/3                 1+V/è. 
4=1,    i,=  l,    /,  = -^-,    /<= 3L — > 

donc 

y       y         *         y      ^1  +  K?         _  1+^5 

Les  valeurs  correspondantes  de  T  sont,  ainsi  qu'il  est  aisé 
de  s'en  assurer  : 

Y  -Y-  *  Y-i+^L       V  3  *-^A 

l/a  aKi  2K2 

Ici  t  te  ponrt  donné  étant  situé  sur  la  développée  de 
l'ellipse,  les  quatre  normales  se  réduisent  à  trois  $  et  k 
Circonférence  qui  passe  par  lenrs  pieds  est  tangente  à  l'el* 
lipse  an  point  (X, ,  Y,).  On  peut  remarquer,  dte  plus*  qne 
X^+X^+Xj^O,  Yf+Y,+  Ys  =  ô$  par  conséquent,  fc 
triangle  formé  par  les  pieds  des  trais  normales  a  pour  centre 
de  gravité  le  centre  de  VHlipse. 
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7.  Les  mêmes  considérations  s'appliqueraient  au  cas  de  la 
normale  à  l'hyperbole ,  et  pins  généralement  à  la  construc- 
tion des  racines  de  l'équation  da  quatrième  degré.  Ainsi ,  on 
peut  construire  les  racines  d'une  équation  du  quatrième  degré  9 
à  l'aide  d'une  ellipse  ou  d'une  hyperbole  donnée  et  d'un  cercle. 

8.  Revenons  au  cas  de  l'ellipse.  Au  lieu  de  considérer 
l'hyperbole  représentée  par  l'équation  (2) ,  on  pourrait  se 
proposer  de  construire  les  droites  qui  passent  par  les  pieds 
des  différentes  normales,  prises  deux  à  deux.  Pour  cela, 
multiplions  l'équation  (1)  par  un  facteur  indéterminé  X ,  et 
ajoutons  à  l'équation  (2) ,  nous  aurons  : 

WY'+  c'X  Y  +  XfraXa—  a*p\  +  b'qX  —  la  V=  0,    (10) 

équation  d'un  lieu  passant  par  les  pieds  des  différentes  nor- 
males. Cette  équation ,  comparée  à 

AY'+BXY  +  CX'+DY  +  EX  +  Frr:©,       (il) 

donne  : 

A=Xa',  B=c',  C=X6',  D=— *>,  E=6^  F=-W. 

Or,  pour  que  l'équation  (11)  représente  le  système  de 
deux  droites  concourantes ,  il  faut  que  l'on  ait 

(BD  —  2AE)a  =  (B1—  4AC)  (D'—  4AF) , 

ou  AEa+  B'F  +  CD'—  BDE  —  4  ACF  =  0 , 

ou  enfin 

qy+flY-c*         ePq 

Telle  est  la  relation  à  laquelle  doit  satisfaire  le  facteur  \ 
pour  que  l'équation  (10)  représente  deux  droites.  Cette  re- 
lation ,  nécessaire ,  n'est  cependant  pas  suffisante  :  il  font 
encore  que  Ton  ait  B8—  4Ac>  0.  Or,  il  est  facile  de  recon- 
naître que  les  racines  réelles  de  l'équation  (12)  sont  comprises 

en,re  +  éb el  -  Lb ;  donc  v<  ot  '  ci~ 4aW  >  °  ' 
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on,  d'après  les  valeurs  de  A,  B,  C,  B*— 4AC>  0.  Il  est 
donc  certain  que  chaque  valeur  réelle  de  \ ,  tirée  de  l'équa- 
tion (12) ,  fournira  un  système  de  droites  concourantes  pas- 
sant par  les  pieds  des  normales  menées  du  point  donné  à 
l'ellipse  donnée. 

9.  Si  l'équation  (12)  a  ses  trois  racines  réelles ,  il  y  aura 
trois  systèmes  de  droites  passant  par  les  pieds  des  normales; 
c'est-à-dire  que  ces  droites  formeront  un  quadrilatère  com- 
plet avec  ses  deux  diagonales ,  et  qu'il  y  aura  quatre  nor- 
males, etc. 

10.  La  condition  de  réalité  des  trois  racines  de  l'équation 

{a>p*+  Vf—  c?4)*+  27a'b*c*py<  0.  (13) 

Pour  tous  les  points  situés  intérieurement  à  la  développée 
de  l'ellipse ,  on  a  : 

(*)*+(*f)*<«*i 
d'où ,  en  élevant  les  deux  membres  à  la  troisième  puissance  i 

a>*+èy-c*+  Z(abpq)  W+(*îf]<0  ? 
et ,  à  plus  forte  raison  : 

ay+  b'q*—  C*+  3(a bpq)  V<  0  ; 

condition  qui  rentre  dans  (13).  Donc  cette  dernière  exprime 
que,  par  tout  point  intérieur  à  la  développée  de  l'ellipse,  on 
pourra  mener  quatre  normales  à  cette  courbe,  etc. 

11.  Remarquons  enûn  que  ce  qui  précède  donne  le  moyen 
de  ramener  la  résolution  de  l'équation  du  quatrième  degré  à 
celle  d'une  équation  du  troisième. 


A»x.  m  Mathém.  vu. 


»2 
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SECONDE  SOLUTION  DE  LA  QUESTION  189  (p.  298), 

9ABL.M.  9WRMA1M, 

deUidftt. 


Soient  *«/(*,  y)\  tt-=F(*f  y)\  d'où  *  =  *!*,  i); 
y  =  )(u,t),  on  &-. 

/'*  est  la  dérivée  dc/(x)  par  rapport  à  x,  et  ainsi  des 
autres.  (Mûbius.) 

L'élément  différentiel  dtdu>  transformé  en  x  et  y ,  de- 
vient, comme  Ton  sait,  {f'xWy—f'J?'x)dxdy\  el  dc  «toc, 
si  Ton  veut  revenir  de  cette  dernière  expression  aux  va- 
riables primitifs  t  et  u,  il  faudra  substituer  pour  dxdy, 
y'rt'u  —  y'u^t)dudt  ;  d'où  il  s'ensuit  évidemment  que 

(/'*F'y  -SFwMiV*  -  ?'»+'<)  =  *  •      C-  Q-  F.  D. 

Note.  M.  Loxhay  (  de  Bruxelles  )  a  adressé  une  solution 
entièrement  conforme  à  celle  de  M.  Murent  (p.  298). 


CONCOURS  D'AGRÉGATION  EN  1848  {F.  t.  VI,  p.  339). 


Composition  d'analyse. 

r  Parmi  toutes  les  courbes  planes  de  longueur  donnée 
aboutissant  à  deux  points  donnés,  déterminer  celle  qui  a  le 
plus  grand  moment  d'inertie  par  rapporta  la  droite  qui  joint 
les  deux  poiulsj  évaluer  Taire  comprise  entre  cette  droite  et 
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1*  courbe ,  ei  ta  surtaxe  que  la  courbe  engendre  en  tour- 
nant autour  do  la  môme  droite. 

2*  Expliquer  brièvement  la  méthode  par  laquelle  on  rend 
maximum  ou  minimum  une  intégrale  déûnie  quand  pne 
autre  intégrale  déGqie  doit  avoir  Rne  valeur  donnée. 

Composition  de  mécanique. 
Un  cylindre  droit  à  base  circulaire,  de  matière  hétéro- 
gène, mais  dont  tous  les  points  situés  sur  une  même  droite 
parallèle  à  Taxe  ont  la  même  densité  et  dout  le  centre  de  gra- 
vité est  bots  de  Taxe,  est  posé  sur  un  plan  horizontal  sans 
vitesse  initiale  ;  déterminer  le  mouvement  que  prend  ce  corps 
sous  l'action  de  la  pesanteur  quand  on  néglige  le  frottement, 
et  en  particulier  le  mouvement  du  centre  de  gravité  et  celui 
d'uu  point  quelconque  du  rayon  du  cylindre  qui  passe  par  ce 

centre  (*). 

Composition  du  jury  d'examen. 

MM-  Go^not,  io^cieur  général  de TUQueifsUé; 

Sturtn,  membre  de  l'Académie  des  /sciqpce*; 

Jkiot ,  professeur  à  la  Faculté  de  Lyon  ; 

Gazaljès,  inspecteur  général  de  l'Université; 

▲poiot,  professeur  au  lycée  Monge. 
Noie.  Pour  la  première  question,  on  ne  saurait  trop  in- 
stamment recommander  aux  jeunes  professeurs  l'étude  d'un 
chcM'œuvre  d'Euler,  intitulé:  Methodus  invenimdi U^ea§ 
eurvas  maximi  minimive  proprietate  gaudenks,  et*. ,  Leur 
zanne,  1744,  in-4°.  C'est  l'exposition  géométrique  la  plus 
lucide  du  calcul  des  variations.  M.  Cournot  a  traité  la  ques- 
tion de  mécanique  avec  beaucoup  d'étendue  et  de  généralité  ; 
malheureusement  ce  mémoire,  consigné  dans  le  Journal  de 
Crelle,  n'est  pas  répandu  en  France.  Nous  engageons  aussi 
à  lire  la  belle  thèse  de  M.  Briot ,  où  les  théorèmes  piitores- 

(•)  Bien  entendu  que  le  cylindre  touche  le  plan  par  une  arête. 
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ques  de  mécanique  de  M.  Poinsot  sont  démontrés  aualyti- 
qucmcnt.  (Liouville^t.  VI,  p.  70-84, 1841.) 

Le  savant  travail  que  M.  Bertrand  vient  de  présentera 
l'Académie  (G.  R.  août)  appellera  sans  doute  l'attention  sur 
le  cas  où  le  corps  est  en  mouvement  sur  une  surface  elle- 
même  en  mouvement;  seul  cas  réellement  existant ,  puisque 
la  terre  est  en  mouvement. 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  188  (p.  240), 

PAR  M.  TH.  LOZHAT, 

de  Bruxelles. 


(ax+ay+attz)%+{bx+by+b,,zy+(cx^tjr^zy^it. 

Les  axes  étant  rectangulaires ,  ces  deux  équations  sont  celles 
de  deux  ellipsoïdes  égaux.  (Jacobi.) 

Je  remarque  d'abord  que  la  deuxième  équation  se  déduit  de 
la  première,  en  permutant  b,  c,  a',  c\  a" et  b"  respective- 
ment en  a\  a",  by  b",  c  et  cf.  Maintenant ,  puisque  ces  deux 
équations  ne  contiennent  pas  de  termes  du  premier  degré, 
les  surfaces  ont  chacune  le  centre  à  l'origine  ;  or  on  sait 
(voyez  Lefébure  de  Fourcy,  Géométrie  analytique,  n°  693) 
que  pour  de  telleséquations  les  longueurs  des  axes   sont 

données  par  — ,X  étant  déterminé  par  l'équation  : 
V\ 

X*  +  LV  +  MX  +  N  =  0.  M 

En  calculant  les  coefficients  pour  la  première  équation ,  il 
vient  : 

*'+  a'*+  a'"+  b'+  b'*+  b"*+  c'+  c>%+  c"% 
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[ajb'c''—  V'c')  +  aW—b"c)  +  a"{bd-  b'c)]* 
*~—  d* 

et  l'équation  («)  devient  : 

*W^a"bb"+aW'b'V'+aa'cc>+aa,'cJ,+aW'c'W 

d* 

[a{b'J'—b"c')+aW'-b''c)+a'\bc'-b'c)y 

^ =  0.     (a) 

En  faisant  les  permutations  annoncées  pour  passer  à  la 
deuxième  surface,  l'équation  (a')  ne  subit  aucun  changement  ; 
donc  les  deux  surfaces  ont  les  mêmes  axes.  De  plus,  l'équa- 
tion (a)  n'a  que  des  variations,  et  puisqu'elle  a  toutes  ses 
racines  réelles ,  d'après  la  règle  de  Descartes ,  elles  sont  toutes 
les  trois  positives  ;  donc  elle  représente  un  ellipsoïde ,  et  par- 
tant les  deux  surfaces  sont  des  ellipsoïdes  égaux. 


DEUX  THÉORÈMES  DE  STATIQUE  DE  M.  MÔBIUS 

(*  P.  257), 


pin  m.  bx&ap: 

Professeur, 


I.  Une  force  quelconque  peut  toujours  être  remplacée  par 
six  forces  appliquées  selon  les  six  arêtes  d'un  tétraèdre. 

Car  il  y  a  au  plus  deux  faces  auxquelles  elle  est  parallèle. 
Prenons  lune  de  celles  qu'elle  rencontre  pour  base,  joignons 
le  point  de  rencontre  au  sommet ,  et  menons  un  plan  suivant 
cette  droite  et  la  direction  de  la  force,  il  coupera  la  base 
suivant  une  autre  droite ,  ce  qui  donnera  deux  directions , 
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suivaiil  lesquelles  on  pourra  décomposer  (a  fofee  par  là 
règle  du  parallélogramme;  la  force  qui  passe  par  le  sommet 
pourra  se  décomposer  en  trois  autres ,  selon  les  trofo  arêtes, 
par  la  règle  du  parallélépipède.  Quant  à  celle  qui  est  dans  le 
plan  de  la  base ,  il  y  aura  au  plus  un  côté  de  cette  base  auquel 
elle  sera  parallèle.  Prenons  l'un  de  ceux  qu'elle  rencontre 
pour  base  du  triangle,  joignons  le  point  de  reAcontre  au 
ftulimet,  nous  pourrons  toujours,  par  la  régie  èik parallé- 
logramme, décomposer  la  fotee  en  deux  autres,  Tune  selon 
la  base,  l'autre  selon  la  droite  qui  va  au  somffict,  et  celle-ci 
pourra  se  décomposer  en  deux  autres  selon  les  deux  côtés, 
toujours  par  la  règle  du  paràllélogramtiié  ;  et  4ftal  aé  tftmve 
démontré  le  théorème. 

H.  Lorsque  n  forces  se  fortt  équilibre  ti  (Ju'ùttè  dtbHt  éfa 
rencontre  /*— 1 ,  elle  rencontre  la  hèm*\  caf  la  somme  et 
léfar  moment  par  rapport  à  là  droite  étant  nulle,  ainsi  (Jiie 
lés  phis  courtes  distances  des  h—  i  premières  forces  à  cette 
droite,  il  faudra  que  la  plus  courte  distance  entre  là  ft**et 
la  droite  soit  aussi  nulle;  donc 

Corollaire.  Lorsque  quatre  forces  se  font  équilibre ,  elles 
sorit  des  génératrices  du  même  système  d'un  même  hyper- 
buloïde. 


CONCOURS  TOUR  L'ADMISSION  A  L'ÉCOLE  NORMALE 

(1848), 


PAR  M    DItJU, 

Agrégé  de  l'Université ,  h  Dijon. 


Problème  de  statique. 
Déterminer  la  position  d'équilibre  d  une  lige  pesante  MM', 
de  longueur  /  et  de  poids  P.  duit  le&  extrémités  sont  a&su- 


—  343  — 

jetties  à  rester  sur  deux  droites  fixes ,  dont  lune  est  verti- 
cale  et  l'autre  dans  une  direction  quelconque. 

(Fxg.  49).  Soient  Os  la  verticale  et  RS  l'oblique  fixes  ;  en 
prenant  pour  axe  des  x  la  direction  de  leur  plus  courte  dis- 
tance ,  les  équations  de  RS  sont 

x==p,    y  =  bz.  (1) 

Soient  MM'  la  position  d'équilibre ,  z  l'ordonnée  de  M  et 
a!)  y\  z'  les  coordonnées  de  M',  on  a  : 

xn+ï*+V-zr=r.  (a) 

On  peut  faire  abstraction  des  droits  fixes ,  pourra  qu'on 
applique  à  la  tige  en  M  et  M',  des  forces  r  et  r1  respective- 
ment normales  à  ces  droites ,  égales  et  contraires  aux  pres- 

sîons  qu'elles  supportent  ;  la  première  est  parallèle  à  xy, 
donc  sa  direction  est  déterminée  par  l'angle  a  que  sa  projec- 
tion sur  ce  plan  fait  avec  Ox  ;  la  direction  de  la  seconde  le 
sera  par  les  angles  a',  f*',  y'  qu'elle  fait  avec  les  trois  axes. 

On  a  :  Acos  p+  cos/=  0,  (3) 

pour  exprimer  que  r'  est  normale  à  RS. 

La  translation  de  r,  r>  et  P  à  l'origine  ne  fournit  qu'un 
couple  dirigé  dans  le  plan  xy>  dont  le  moment  est 
rXr'cosfi'—  /coset')*; 

v'         COS  D 

par  conséquent  on  doit  avoir  — ,  =  — —f  pour  que  l'équilibre 

ait  lieu ,  et  r'  est  dirigée  dans  le  plan  OMM'  ;  donc  ce  plan 
doit  contenir  aussi  la  direction  de  r,  puisque  celle  de  P  y  est 
comprise ,  et  P  doit  être  égale  et  directement  opposée  à  la 
résultante  de  r  et  r'. 

Soient  HT  et  HG  deux  lignes  représentant  en  grandeur  et 
en  direction  les  forces  r  et  r'  rapportées  à  leur  point  de  con- 
cours ;  la  diagonale  Hli  du  parallélogramme  HFBC  repré- 
sente une  force  égale  et  contraire  à  P. 
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Gela  posé ,  HBC  rectangle  en  B  donne  : 

/*=F+/*     et    COS7'=p5 
et  les  triangles  semblables  HBC ,  HDM'  donnent  : 


*—*     2(2  —  2')    '  *  2(2  —  »') 

A  J  2(2-2') 

donc,  cos/= 


Yx>2+y*+*{z'—  z)% 
et  l'on  a,  par 

cospr«-fcosa'    et    COSV+C08^'+COsV=*f 
x 

3*  y 

COSa'=  ,  COSP'= 


D'après  cela ,  l'équation  (3)  donne  : 

*-*— 2' 
et  (2), 

*"+(l +  £)/*=*"• 

Cette  dernière  représente  un  cylindre  elliptique  qui  coupera 
RS  dans  les  positions  qu'on  pourra  donner  à  M'.  En  y  rem- 
plaçant x'  par  pet  y  par  bz'  [équation  (1  )  ] ,  il  vient  : 


z'=±t 


m\ 


ponr  les  coordonnées  z  de  ces  points,  et  Ton  a  la  condition 
que  /  ne  soit  pas  inférieur  à  p  pour  que  le  problème  soit 
possible,  ce  qui  est  évident  à  priori  .•  si  />  /?,  il  y  aura  deux 
solutions  et  si  /=/>,  il  n'y  aura  pas  de  position  d'équilibre, 


car  alors  r  et  i*  seraient  dirigées  suivant  la  tige  elle-même 
et  ne  pourront  avoir  une  résultante  égale  et  contraire  à  P. 

Enfla  les  expressions  précédentes  feront  connaître  toutes 
les  autres  inconnues  de  la  question. 


THEOREME  SUR  LE  TORE 
de  M.  Fillarceau  (Tvon). 


I.  Lmme.  i°Soit  aV+Vjf—  ûV=0  l'équation  d'une 
ellipse ,  axes  rectangulaires,  M  un  point  de  cette  ellipse  et  T 
le  point  de  rencontre  de  la  tangente  menée  en  M  et  de  Taxe 
des  x,  p  étant  l'angle  que  forme  cette  tangente  avec  Taxe 
des  x  etp  la  distance  du  point  T  au  centre  y  on  a  : 

2*  Pour  l'hyperbole  *V—  Vjf+a%b%=*  0 ,  on  a  : 

b  a 

tangp=r==»    et   tangp=— == 

dans  l'hyperbole  conjuguée.  3°  Pour  la  parabole  z'=  qx%  : 

p  est  la  distance  de  T  au  sommet. 

II.  Lemme.  1°  soit  atz%-\-bt(x—pY=atb%  l'équation  d'une 
ellipse  dans  un  plan  vertical  ;  si  cette  ellipse  tourne  autour 
d'une  verticale  passant  par  l'origine  et  qu'on  prend  pour  axe 
des  z ,  l'équation  de  la  surface  de  révolution  est 

laV+V(S+x>+p'- <?)]>=  Wb\x'+y*).    . 
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y  Pour  l'hyperbole  : 

tournant  an  tour  de  Taxe  focal  et 

[4V+  éftf+f-  *'-/>•)]*=  Wp\*+f) , 
hyperbole  conjuguée.  3°  Pour  la  parabole  : 

z*=  q{x-p) ,     (za+/>?)'=  ^(^+rS). 

111.  Problème.  Dans  quel  cas  un  plan  diamétral  coupe  t-il 
Tune  quelconque  de  ces  trois  surfaces  suivant  des  coniques? 

Solution.  1°  Ellipse.  On  peut  supposer  que  le  plan  passe 
par  l'axe  des  y  ;  alors  son  équation  est  z  =  «x,  la  projec- 
tion de  l'intersection  sur  le  plan  xyy  a  donc  pour  équation  : 

rarV«  +  *')  +  *  V+/>  -  "')]•=  W*+f). 
Passant  aux  coordonnées  polaires,  il  vient  : 

pVaW?  +  b')  +  b\p'—  a%)  =  2pb*p , 
p'(aV+  £*)  —  2pô>  -f  *'(/>  —  a')  =  aVp'siny 

Pour  que  le  premier  membre  devienne  un  carré  parfait,  il 
faut  preudre  **(p* — a*)  =  b*  (1)  ;  donc  a=  tangp  ,  et  le  plan 
diamétral  est  tangente  à  la  surface.  Substituant  cette  valeur 
d^  a  et  extrayant  la  racine  carrée ,  il  vient  : 

P?  —  />'+*'=  ±*Psin?î 
et  passant  aux  coordonnées  rectangulaires 

p*(S+x*)=[p*-cï±ay)\ 
/(/-  a*)  +/>V±  Zay[p%—  a')  =  (p>-  a')\        (1) 

La  projection  sur  le  plan  xy  étant  une  ellipse  ,  la  courbe 
projetée  est  aussi  une  ellipse  ;  les  centres  des  deux  ellipses 
sont  sur  Taie  des  y%  et  à  une  distance  -\-a  du  centre  de  la 
surface  ou  de  l'origine  ;  les  deux  axes  de  l'ellipse  en  projcc- 
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tion  sont p  et  )/p* — a\  et  ceux  de  l'ellipse  projetée  sont/? 
cl  V/6t+/?'— a*.  Si  donc  A  est  le  point  ou  Taxe  des  .y  coupe 
la  surface  intérieur etnent ,  A'  le  point  où  cet  axe  coupe  ex- 
térieurement ;  désignons  de  même  pour  B  et  fi'  les  points 
d'intersection  du  côté  opposé  ;  alorô  l'ellipse  projetée  Ta  de 
A  en  B' et  une  seconde  ellipse ,  correspondant  à  —  a,  va  de 
A'  en  B  et  les  deux  ellipses  se  coupent  en  un  point  dont  l'ab- 

scisse  de  la  projection  est et  dont  la  distance  à  l'ori- 

P 

&  Hyperbole.  1°  L'aœe  de  rotation  est  perpendiculaire  au 
diamètre  focal.  Il  suffit  de  changer  partout  -f  **  en  — &*  ;  on 
rétombe  sur  la  même  équation  (1)  ;  mais  p*—a%  étant  né- 
gatif, dette  équation  est  celle  d'une  hyperbole;  2° Taxe  de 
rotation  e£t  parallèle  au  diamètre  focal.  Le  plan  diamétral 
trirtgent  coupe  suivant  une  ligne  du  quatrième  degré  qui 
ne  se  décompose  pas  en  deux;  coniques. 

3°  La  parabole.  La  section  est  évidemment  une  parabole, 
puisque  alors  p  devient  infini. 

IV.  Théorème.  Le  cylindre  droit ,  de  même  aie  que  le 
tore  et  ayant  pour  base  le  cercle  directeur,  divise  la  surface 
du  tore  en  deux  parties,  intérieure  et  extérieure;  lune 
diffère  par  excès  et  Vautre  par  défaut ,  de  la  surface  totale, 
d'une  surface  égale  à  celle  de  la  sphère  qui  a  pour  diamètre 
Celui  du  cercle  générateur;  de  même  pour  les  volume». 

Démonêtration*  Ge  beau  théorème  aussi  de  M.  Villarceau 
est  une  conséquence  du  théorème  de  Guldin. 

Note.  M.  Villarceau  a  énoncé  son  théorème  sur  le  tore 
circulaire  à  la  Société  philomatique  au  mois  de  juillet 
dernier,  et  depuis  M.  Théod.  Olivier  a  énoncé  à  la  même 
Société  le  théorème  généralisé  (III). 
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THÉORÈME  DE  MASCHERONI 
sur  l'aire  d'un  polygone  reetUigne  plan. 


I.  Notation.  Les  angles  intérieurs  consécutifs  du  polygoae 
sont  désignés  par  les  lettres  consécutives  À,  B,  C,  D...  L, 
M ,  N,  et  les  angles  extérieurs  correspondants  par  A',  V, 
C',D'...  L',M',  N';  de  sorte  que  pour  un  angle  saillant  A  ,Fos 
a  Af=* — A,  et  pour  un  angle  rentrant  A'=À— ir,  et  ainsi  te 
autres .  Chaque  côté  est  indiqué  dans  Tordre  naturel  des  lettre 
et  non  à  l'inverse  :  ainsi  AB,  CD...  et  non  BA  ou  DC.  Celle 
observation  est  importante  pour  l'application  de  la  formule. 

II.  Lemme.  A'+B'+C+^X'+M'+N'^â*;  ainsi  le 
sinus  de  la  somme  d'un  nombre  quelconque  de  ces  angles 
extérieurs  est  égal  au  sinus  de  la  somme  des  angles  restants, 
ce  sinus' étant  pris  négativement. 

III.  Théorème.  Le  double  de  la  surface  d'un  polygone  rec- 
tiligne est  égal  à  la  somme  des  rectangles  de  ses  côtés,  ex- 
cepté un,  pris  deux  à  deux  par  les  sinus  des  sommes  des 
angles  extérieurs  compris  entre  eux. 

Démonstration.  Soit  S  l'ajre  : 
1*  Triangle.  ABC;  2S=AB.BC.sinB'. 
2°  Quadrilatère.  ABCD  (fig.  47).  Menons  la  diagonale  AC; 
prolongeons  les  côtés  AB ,  CD  jusqu'à  ce  qu'ils  se  rencontrent 
en  0 ,  et  abaissons  les  perpendiculaires  AP  et  BQ  sur  le 
côté  CD,  on  a: 

ABCD  =  ABC  +  ACD; 

2ACD  =  CD.(AB+BO)sinO  =  AB.CDsin(Br+C')+CD.bQ; 

CD.BQ=:ïiC.CD.sinC'; 
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donc 

2S  =  AB.  BC  sin  B'  -f-  AB.CD  sio  (B'+  C)  +  BC.CD  sio  C. 

IY.  Pentagone.  ABCDE  (fig.  48).  Menons  la  diagonale  AD, 
prolongeons  les  côtés  AB  et  DE  jusqu'à  leur  rencontre  en  0, 
et  abaissons  sur  DE  les  perpendiculaires  AP  et  BQ;  le  pen- 
tagone est  détomposé  en  un  quadrilatère  ABCD  et  en  un 
triangle  ADE.  Le  double  de  Taire  du  quadrilatère  s'exprime 
d'après  la  combinaison  binaire  des  trois  côtés  AB,  BC,  CD, 
et  Ton  a  : 

2ADE  =  DE.OB  sin  O  —  DE.  AB  sin  0  ; 

DE.OB  sin  0  =  DE.BQ  =  2.EBD  =  2.BCDE  —  2BCD  ; 

mais BCDE s'exprime  en  combinaison  binaire  des  côtés  BC, 
CD,  DE;  il  faut  donc  en  ôter  BC.CD  sin  C  pour  avoir 
Taire  EBD ,  et  remarquant  que 

AB.DE  sin  O = — AB.DE  sin  (B'  +  C  +  V) , 

il  Tient  donc  finalement  : 

îS=AB.BCsinB'+AB.CDsin(B'+C)+AB.DE8in(B'+C+D')+ 
+BC.CDsinC+  BCDE  sin  (C'+D)+CD.DEsinD'. 

Y.  Généralement.  Soit  le  polygone  ABCDE...  LMN  de  n 
côtés-,  on  mène  la  diagonale  AM  ;  le  polygone  est  décomposé 
en  an  polygone  ABCDE...LM  de  n — 1  côtés  et  en  an  trian- 
gle AMN.  Supposons  que  la  loi  ait  lieu  pour  un  polygone 
de  n  —  1  côtés,  on  a  donc  les  combinaisons  binaires  des  côtés 
AB,  BC...  LM ,  et  l'aire  du  triangle  AMN  amène  les  combi- 
naisons du  côté  MN,  successivement  avec  AB,  BC...  LM. 

Observation.  Dans  nos  figures,  tous  les  angles  sont  sail- 
lants; mais  il  est  aisé  de  s'assurer  que  la  formule  comprend 
également  les  angles  centrants. 

-*•  *       .      .          ,            .         .-,        .      (« — i)fa — 2) 
VI.  On  voit  qu'un  polygone  de  n  côtés  exige j-^ • 

multiplications,  mais  on  peut  diminuer  ce  nombre;  soit 


I 
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n  -  ;  ûm  ;  on  mène  une  diagonale  qui  partage  le  polygone 

en  deux  autres,  chacun  de  m-f  1  côtés,  la  diagonale  coni- 

/w(m— —  I) 
prise  ;  Taire  de  chacun  de  ces  polygone  demande  —  — — , 

elles  deux  ensemble  m(m  —  \  multiplications,  nombre  41a 
est  moindre  que  (2m— i)  {m— i)\  s!  »=2m+ Jf  4>n  opère  de 
môme. 

VII.  Historique.  En  1787,  L.  JMascherqni ,  parmi  de*  ad- 
ditions au  Cours  de  mathématiques  de  Bossut ,  publia  un  mé- 
moire intitulé  :  Méthode  pour  la  mesure  des  polygones  plans. 
C'est  dans  ce  mémoire  que  Mascheroni  énonce  et  démontre 
son  théorème  analytiquement.  Deux  années  après ,  Simon 
Lhuilier  fit  paraître  sa  Polygonométrie  (*)  ;  il  parvient  m 
même  théorème  par  des  considérations  Irigononétriqaei 
(1  —  12).  Enfin  Mascheroni  publia  à  Parie,  en  17tS,  ton 
collection  de  problèmes  pour  les  arpenteurs,  atxc  différentes 
solutions,  ouvrage  qui  a  été  traduit  de  l'italien  en  1803  et 
sous  ce  titre  par  M.  Carcltc,  ancien  colonel  du  génie,  élè?e 
de  Tan  III  (1794),  première  promotion  de  l'École  polytech- 
nique. L'ouvrage  est  divisé  en  cinq  livres  ;  le  quatrième  traite 
de  la  polygonométrie ,  et  le  théorème  sur  Taire  des  polygones 
est  énoncé  à  la  page  771  •  11  est  surprenant  qu'une  proposi- 
tion d'une  utilité  pratique  si  grande,  si  évidente ,  ait  été 
omise  dans  les  éléments,  même  par  Legcndrc,  et  soit  restée 
presque  ignorée.  Il  en  est  de  môme  des  autres  proposition* 
de  cet  ouvrage  remarquable  ;  destinées  aux  arpenteurs, 
toutes  sont  énoncées  sans  démonstration,  La  recherche  de 
ces  démonstrations  est  un  excellent  sujet  d'exercice  pour  les 
professeurs  à  donner  aux  élèves.  Le  livre  cinquième,  tonsa- 


('.  Polygonométrie ,  ou  de  la  mesure  des  fin  tires  rectilignes,  et  Abrégé  d'iso- 
périiuéihe  élémentaire,  ou  de  la  dépendance  i  nu  lue  lie  des  grandeur»  eiûe* 
limites  des  ligures,  par  S.  L'Huilier,  aux  dépens  de  Fauteur,  à  Genève,  i?39, 
in-i.,  iv,  124,  «2  pi. 
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cré  aux  solides,  renferme  1  'énoncé  de  M.  Fiock  {V.  p.  242). 
Voici  quelques  renseignements  sur  l'auteur. 

Mascheroni  (Laurent),  né  à  Bergame  en  1750,  embrassa 
l'état  ecclésiastique  et  occupa  une  chaire  de  langue  grecque 
à  l'Université  de  Pavie.  Ge  n'est  qu'à  l'âge  de  vingt-sept  ans 
qu'il  prit  goût  pour  les  mathématiques  et  commença  à  les 
cultiver  avec  de  rapides  progrès.  En  1705 ,  il  publia  à  Milan 
la  Geometrio  del  compasso,  qui  a  donné  tant  de  célébrité  à  son 
nom;  le  premier  exemplaire  a  été  apporté  en  France  par 
Bonaparte,  alors  général  de  l'armée  d'Italie.  On  doit  encore 
à  M.  Carette  une  traduction  qui  a  paru  en  4  798.  Mascheroni 
a  fait  aussi  un  travail  estimé  sur  les  voûtes,  et  est  venu  à 
Paris  pour  prendre  part  à  rétablissement  du  système  mé- 
trique ;  il  est  mort  exténué  de  fatigues  en  1808 ,  à  l'âge  de 
cinquante-huit  ans.  L'illustre  géomètre  a  fait  pour  le  compas 
ce  que  Lambert  a  fait  en  1774  pour  la  règle,  dans  les  addi- 
tions jointes  à  la  seconde  édition  de  sa  Perspective  On  a  une 
traduction  delà  première  édition ,  mais  les  additions  conoar* 
■Ni  la  géométrie  de  la  règle  (p.  161)  n'ont  pas  été  traduites. 
Noos  nous  en  occuperons  dans  les  Annale$. 

VIII.  On  sait  qu'ayant  un  système  de  forces  représentées 
en  grandeur  et  en  direction  par  les  côtés  d'un  polygone  et 
agissant  dans  le  sens  de  ces  côtés  prolongés  dans  le  même 
sens,  la  résultante  est  un  couple  dont  l'intensité  est  le  double 
de  Taire  du  polygone.  Il  serait  commode  de  pouvoir  déduire 
de  cette  considération  de  statique  le  théorème  de  Mascheroni. 

IX.  Application.  Hexagone  ABCDEF. 

AB=1284  B'= 32°  S  =  16530191    (Polygonomé- 

BC  =  1 782  C'= 48°  trie,  de  Lhuilier, 

CD  =  2400  Dr=52°  p.  57  et  59  ) 

DE=2700  E'=63° 

EFrr*g66 
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Au  moyen  de  l'observation  VI,  on  peut  obtenir  l'aire  S 
au  moyen  de  six  produits,  dont  chacun  se  calcule  par  loga- 
rithmes; un  autre  calcul  donne  F  =  88°  31' 37",8  et 
AF  =  4621,5. 


THÉORIE  GÉNÉRALE 

des  pôles ,  polaires ,  plans  polaires  et  polaires  conjugués,  des 
lignes  et  surfaces  du  deuxième  ordre , 

*AB  M.  LHVTHÉRIO, 

Professeur. 


SI. 

I.  Soit 

A^+B^  +  Cx'-f  D^+Ex-f  K=0  ou  T(x,y)=0   (1) 

l'équation  générale  des  lignes  de  deuxième  ordre. 

On  sait  que  ,  lorsqu'on  mène  une  tangente  à  la  courbe  par 
un  point  <x,p  de  son  plan ,  les  coordonnées  du  point  de  contact 
sont  déterminées  par  les  deux  équations  : 

F(*,tf  =  0,  F'y(?-y)+F'x[a-x)  =  0. 

La  seconde,  ajoutée  au  double  de  la  première,  s'abaisse  au 
premier  degré  et  devient  : 

équation  d'une  droite  passant  sur  les  deux  points  de  contact, 
et  que  nous  appellerons  la  corde  de  contact. 

Cela  posé ,  supposons  que  le  point  «,  p ,  par  lequel  on  mène 
la  tangente,  se  meuve  sur  une  droite 

y  =  mx  -f-  n  (3) 

située  d'une  manière  quelconque  dans  le  plan  de  la  courbe, 
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on  aura  entre  a  et  p  la  relation  p=mx-f-ji;  et  substituant 
cette  valeur  de  p  dans  l'équation  (2),  il  en  résultera  : 

(mFy  +  Fx)z  +  nFy  +  Djr  +  Ex  +  2K  =  0,        (4) 

qui  sera  1  équation  générale  de  toutes  lc9  cordes  de  contact 
qui  correspondraient  aux  divers  points  de  la  droite  (3). 

Or,  la  forme  seule  de  l'équation  (4)  montre  que  toutes  les 
droites  qu'elle  représente  se  coupent  en  un  même  point  sur 
la  droite  fixe 

car  les  coordonnées  du  point  d'intersection  do  cette  droite 
avec  Tune  quelconque  de  celles  que  représente  l'équation  (4), 
en  faisant  varier  « ,  sont  données  par  les  deux  équations  : 

/nF'y  +  F'*  =  0  (5) 

7iFy+DK  +  Eo:+2K  =  0f  (6) 

qui  ne  contiennent  pas  la  variable  a. 

L'équation  (5)  représentant,  comme  Ton  sait,  le  diamètre 
conjugué  de  la  direction  y  =mx,  qui  est  celle  de  la  droite 
donnée ,  il  en  résulte  ce  théorème,  découvert  par  La  Hirc  : 

Si  sur  tous  les  points  d'une  droite  située  d'une  manière  qucl- 

.  conque  dans  le  plan  d'une  ligne  du  deuxième  ordre  on  mène 

des  tangentes  à  la  courbe  :  1°  toutes  les  cordes  de  contact  con- 

courrontenun  même  point  ,•  2°  cépointsera  situé  sur  le  diamètre 

conjugué  de  la  direction  de  la  droite. 

Ce  point  a  été  appelé ,  par  M.  Servois,  le  pôle  de  la  droite  ; 
et  Ton  voit  qu'à  une  droite  quelconque,  donnée  sur  le  plan 
de  la  courbe,  correspondra  toujours  un  pôle  dont  les  équa- 
tions (5)  et  (6)  détermineront  les  coordonnées  en  y  rempla- 
çant m  eiy  par  les  coefficients  delà  droite  donnée. 

II.  Réciproquement  soient  a ,  b  les  coordonnées  d'un  point 
quelconque  du  plan  de  la  courbe;  en  faisant  x=a,  y  =  b 

dans  les  équations  (5)  et  (6),  on  en  déduira  m  s  —  -i, 

r  * 

AllII.DlMATBUf.VlU  23 
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y  =s ~*  —  \  et  substituait  ced  valeurs  dans  (3),  il 

t  b 

en  résultera  une  droite 

F'*>  +¥'aX  +  T>b+Ea  +  êL  =  0,  (7) 

qui  aura  pour  pôle  le  point  [a.b)\  d'où  résulte  cet  antre 
théorème  réciproque,  du  précédent  : 

Si  par  un  point  quelconque  du  plan  tfune  courbe  de  deuxième 
ordre  on  mène  des  sécantes  à  la  courbe  et  que  sur  les  points 
^intersection  de  chacune  d'elles  on  foène  des  tangentes:  1°  les 
points  de  concours  des  tangentes ,  qui  correspondent  à  la  même 
sécante ,  seront  sur  une  même  droite;  2°  cette  droite  sera  paral- 
lèle au  conjugué  du  diamètre  qui  passe  par  ce  point. 

Cette  droite  a  été  appelée,  par  M.  Gergonne,  la  polaire  Au 
point,  et  on  voit  qu'à  un  point  quelconque  du  plan  de  b 
courbe  correspondra  toujours  une  polaîrb ,  dont  on  obtien- 
dra l'équation  en  remplaçant  dans  (7)  a  et  6  pair  le&  coor- 
données de  ce  point. 

III.  La  polaire  étant  y=  mx-\-  n  (3),  nous  avons  tu  que 
le  pôle  était  déterminé  par  les  deux  équations  : 

mPf+F'*  =  0(5)l   «Fy+D^+Er-f  2K  =  0(6), 

donc  chacune  ne  contient  que  Tune  des  constantes  m  et  n  de 
la  polaire.  Il  résulte  de  là  : 

1°  Que  (5)  est  le  lieu  géométrique  des  pôles  de  la  droite  (3) 
lorsque  m  restant  constant  on  fait  varier  n  ;  mais  alors  la 
polaire  se  meut  parallèlement  à  elle-même,  et  (5)  est  le  dia- 
mètre conjugué  de  la  direction  ;  donc  •. 

Lelieugéomélriquedes  pôles  d'un  système  de  droites  parallèles 
est  le  diamètre  conjugué  à  leur  direction. 

2°  Que  (6)  est  le  lieu  géométrique  des  pôles  de  la  droite  (3) 
lorsque  n  restant  constant,  on  y  fait  varier  m  ;  mais  alors  la 
droite  (3)  passe  constamment  par  le  point  fixe  (o ,  n),  et  Té- 
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quation  (7)  montré  que  l'équation  (6)  est  lu  {tolafre  dû  point 
flxe  ;  donc  : 

Le  lieu  géométrique  de$  pôles  d'un  système  de  droites  qui  se 
coupent  au  même  point,  eit  la  polaire  de  ce  point. 

Et  de  ces  deux  théorèmes  nous  pouvons  conclure  récipro-  . 
queutent  lés  tfetik  suivants  : 

Si  le  fuie  se  meut  èuivant  un  diamètre ,  tû  parafas  se  ttâtot 
parallèlement  à  son  conjugué. 

Si  le  pôle  se  meut  suivant  une  droite  quelconque  du  plan  de 
la  courbe,  la  polaire  tourne  autour  du  pôle  de  cette  droite. 

klT.  Chetchbns  maintenant  la  position  relative  du  pôle  et  de 
la  polaire  sur  le  plan  de  la  courbe  ;  comme  elle  est  évidelfftbeif  t 
indépendante  du  choix  dos  axes,  nous  pouvons  les  supposer 
tels ,  que  celui  des  x  soit  le  diamètre  conjugué  de  la  polaire 
et  par  conséquent  passe  par  le  centre  et  le  pôle,  et  que  celui 
des .r  soit  une  tangente  parallèle  à  la  polaire  ;  alors  l'équa- 
tion (1)  de  la  courbe  se  réduira  à  la  forme  : 

kf  +  Cx*  +  Ex=:0. 

L 'abscisse  du  centre  sera  donnée  par  l'équation  dérivée  en  x  : 

cette  abscisse  sera  là  longueur  du  demi  diàtriéltc  conjugué 
de  la  polaire  ;  en  représentant  cette  lbbgiicut*  par  à\  ôii  alita  : 

2C' 

L'équation  (7)  de  la  polaire,  rapportée  aux  nouveaux  aies, 
deviendra  •. 

(àCa  +  EjJt  +  Rz^O,  d'où  *  =  -âïï^FË' 
x  désignant  la  distance  de  la  polaire  à  l'origine.  Appelant  »  Ta 
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Ea        E 
distance  de  la  polaire  au  centre  t  on  aura  f* = — zftt  p+gj» 

on  réduisant  : 


f*  = 


2C(2Ca+E) 


La  distance  du  pôle  à  l'origine  étant  a,  en  appelant  p'ia  dit- 

E 
2C' 


E 
tance  du  pôle  au  centre,  on  aura  fi'=<x-f-— ,  ou  réduisait 


,     2Ca  +  E 

**— 3T"8 

or,  en  faisant  le  produit  des  deux  distances  p,  j*',  il  vient 

E'  E  ET 

f*  X  f* '= ^î  ct  comme  <*=— —  donne  aussi  <f =— ,  ileo 

résulte  cette  relation  remarquable  .- 

Ainsi ,  dans  les  courbes  qui  ont  un  centre ,  c'est-à-dire  dans 
l'ellipse  ou  l'hyperbole,  le  pôle  d'une  droite  est  situé  sur  le  dia- 
mètre-conjugué  de  la  direction  de  cette  droite,  de  manière  que 
le  demi-diamètre  est  moyen  proportionnel  entre  les  distances  du 
centre  au  pôle  et  du  centre  d  la  droite,  ces  dislances  étant  me- 
surées sur  le  diamètre. 

Dans  le  cas  de  la  parabole ,  on  a  de  plus  C=0 ,  et  l'équa- 
tion de  la  polaire  se  réduira  à  x  =  —  a  ;  ainsi  : 

Dans  la  parabole ,  la  partie  du  diamètre  comprise  entre  le 
pôle  et  la  droite  a  son  milieu  sur  la  courbe. 

Cette  propriété  de  la  parabole  cl  la  relation  (8)  donnent  un 
procédé  trèî-simple  pour  construire,  soit  la  polaire  lorsque 
Ton  connaît  le  pôle,  soit  le  pôle  lorsque  Ton  connaît  la  polaire, 
dans  chacune  des  courbes  du  deuxième  degré. 

Pour  le  cercle,  le  diamètre  serait  perpendiculaire  à  la  po- 
laire, ct  la  relation  (8)  aurait  toujours  lieu. 

Ce  qui  précède  conduit  à  ces  conséquences,  qu'il  suffira  d'é- 
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ooncer  :  La  polaire  étant  extérieure,  le  pôle  est  intérieur,  et 
réciproquement;  la  polaire  s* éloignant  du  centTÊ^^pôle  s'en 
rapproche ,  et  réciproquement  ;  la  polaire  pasemtpÊt  têtentre, 
le  pôle  est  à  l'infini,  et  réciproquement;  lapolair$éUmttmgentcy 
le  pôle  est  au  point  de  contact ,  et  réciproquement}  H  lé  pôle  est 
sur  la  courbe,  la  droite  est  tangente  dans  ce  point. 

On  sait  que  la  relation  (8)  existe  pour  l'ellipse  et  l'hyper- 
bole entre  le  demi-grand  axe  et  les  dislances  du  centre  au 
foyer  et  à  la  directrice  voisine  ;  on  sait  que  dans  la  parabole  lo 
sommet  est  à  égale  distance  du  foyer  et  de  la  directrice  ;  ainsi  : 

Dans  toutes  les  courbes  du  deuxième  ordre,  la  directrice  a 
pour  pôle  le  foyer;  ce  qui  justifie  la  dénomination  de  polaire 
focale,  que  M.  Poncelet  a  proposé ,  avec  raison ,  de  donner 
à  la  directrice. 

Y.  Revenons  à  l'équation  de  la  polaire  : 

FV+F'ax  +  D6  +  E^  +  2K  =  0;    (7) 

en  y  remplaçant  F*  et  F'a  par  leurs  valeurs,  elle  devient  : 

{2Ab+Ba+I>)y+(Bb+2Cx+E)a+By+Ex+2K=09 

et  ordonnant  par  rapport  à  a  et  b  : 

(2Ay+Bx+T))b+(By+2Ca+Ex)+m+Ex+2K=:0, 

ou  frF'y+«F'*  +  D,r  +  Ex-f-2K  =  0. 

i 

En  comparant  cette  équation  à  l'équation  (2)  de  la  corde  de 
contact  relative  au  point  a.|3 ,  on  voit  que  : 

La  polaire  d'un  point  est  la  corde  de  contact  qui  correspond 
à  ce  point  ;  donc  le  pôle  d'une  droite  est  V intersection  commune 
des  polaires  de  tous  les  points,  et  par  conséquent  si  un  point 
est  situé  sur  une  droite  f  la  polaire  passe  sur  le  pôle  de  cette 
droite,  ce  que  nous  savions  déjà  (3). 

Réciproquement  le  point  de  concours  de  deux  tangentes  est 
le  pôle  de  la  corde  de  contact;  donc  la  polaire  d'un  point  est  le 
lieu  géométrique  des  pôles  de  toutes  les  droites  qui  passent  sur 


ce  point ,-  p^r  conséquent ,  si  une  droite  paw  par  le  pôle  $w* 
autrç  drflfe,  ton  pôle  se  trouvera  sur  cette  autre  droite,  epque 

VI.  Ii'|^i^|é  de  réquation  de  la  polaire  d'op  point  avec 
la  cqfde  de  contact  relative  à  ce  poiiit ,  ayapt  liçm  quelle  que 
soit  la  position  du  point  çt  par  conséquent  lori  même  que  la 
corde  de  contact  n'existerait  pas,  uous  devons  en  conclure 
que  la  polaire  est  un  lieu  géométrique  dont  la  corde  de  con- 
tact n'est  qu'un  cas  particulier. 

Et  en  effet,  soit  Ay'+Kxy+Cx'+Dy+Ex+K  —  Q,  (I) 
l'équation  des  lignes  de  deuxième  prdre  rapportée^  {  des 
axps  quelconques,  appelons  «.a'  les  longueurs  des  açgqQQifs 
compris  sur  Taxe  des  x  entre  l'origiqc  et  Iq  eporbe;  ce?  lon- 
gueurs seront  les  racines  de  l'équation  du  deii?.jè{nçordrç, 
que  l'on  obtient  en  faisant  y  =  0  dans  (I),  ce  qui  donne  : 

on  aura  donc  :  i 

4-  '-_E       rf_*  \ 

De  même  p.£'  désignant  les  longueurs  des  segments  sur  l'axe 
des^r,  qui  sont  données  par  l'équation  du  deuxième  degré 

Ar'  +  i\r  +  K  =  o, 

on  aura  • 

D  •     ,      K 

La  droite  qui  détermine  sur  les  axes  deux  des  segments  2.?', 
a  pour  équation* 

x  ,  y 

de  même  celle  qui  détermine  les  deux  autres  segments  a'.f, 
a  pour  éqqation 

X        Y 


En  ajoutant  les  équations  des  deux  droites ,  il  en  résultera 
celle  d'une  troisième  droite ,  qui  passera  par  le  point  de  con- 
cours des  deux  premières  ;  donc  les  deux  droites  se  coupent 
sur  la  troisième  droite  : 

Cette  équation,  en  substituant  pour  «+«',  P+P'>  »<*',  ffi 
leurs  valeurs  ci-dessus ,  devient  : 

••"*«;•       tT(,         .|  '. 

et  l'équation  (7)  fait  voir  qu'elle  représente  la  polaire  de 
l'origine  ;  donc  sa  position  est  indépendante  de  la  direction 
des  axes ,  et  il  en  résulte  cette  conséquence  : 

Si  par  un  point  fixe  pris  arbitrairement  sur  le  plan  d'une 
courbe  de  deuxième  ordre,  on  mène  deux  sécantes  quelconques 
à  la  courbe  et  que  l'on  joigne  par  des  cordes  un  point  de  section 
de  l'une  des  sécantes  avec  un  point  de  section  de  Vautre,  et  de 
même  les  deux  autres  points  de  section ,  le  lieu  géométrique  des 
intersections  de  ces  cordes ,  lorsque  F  on  fera  lournpr  &•  sécantes 
autour  du  point  fixe ,  sera  une  droite  qui  aura  le  point  fixe 
pour  pôle. 

Donc,  si  parmi  ces  sécantes  deux  peuvent  devenir  tan- 
gentes ,  les  points  de  contact  seront  sur  la  polaire  et  en  déter- 
mineront la  position ,  ce  qui  explique  l'identité  de  l'équation 
de  la  polaire  avec  celle  de  la  corde  de  contact. 

C'est  de  ce  théorème,  qui  pourrait  servir  de  point  de  dé- 
part à  cette  théorie,  que  l'on  rendrait  ainsi  indépendante  de 
celle  des  tangentes,  que  dérive  la  dénomination  .de  pôfe  (du 
verbe  grec  qui  signifie  tourner),  introduite  en  1811  par 
M.  Servois  dans  la  science. 

lien  résulte  un  procédé  facile  pour  construire,  avec  la 
régie  seulement,  soit  la  polaife  lorsque  le  pôle  est  donné ,  soit 
le  pôle  lorsque  la  polaire  est  donnée. 
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En  effet ,  si  par  un  point  on  mène  deux  sécantes  k  la  courbe, 
les  cordes  qui  joindront  les  points  d'intersection  réciproques 
deux  à  deux ,  se  couperont  sur  la  polaire  du  poiut  et  en  dé- 
termineront la  position. 

Si  une  droite  étant  donnée,  on  conduit,  comme  nous 
venons  de  l'expliquer,  les  polaires  de  deux  points  de  cette 
droite,  ces  polaires  passeront  pas  le  pôle  delà  droite  et  le  dé- 
termineront par  leur  intersection. 

N.  B.  Deux  droites  qui  se  coupent  ou  deux  parallèles 
n'étant  que  des  cas  particuliers  des  courbes  que  comprend 
l'équation  générale  (1),  chacun  des  théorèmes  que  nous  avons 
établis  donne  un  théorème  correspondant  de  la  théorie  des 
transversales.  (La  fin  prochainement.) 


QUESTIONS  D'INTÉRÊTS  COMPOSÉS, 

impôt  progressif  sur  les  successions,  d'après  M.  C.  Leone 
(Compte  rendu  1848,  2e  sem. ,  p.  125). 


I.  Problème.  Un  travailleur  fait  chaque  année  a  francs 
d'économie,  et  il  place  cette  épargne  annuelle  à  intérêt  der 
pour  tin;  au  bout  de  combien  n  d'années  aura-t-il  un  capital 
dont  le  revenu  annuel  soit  égal  à  son  épargne  annuelle  ? 

Solution.  Au  bout  de  n  années ,  les  épargnes  placées  vau- 
dront : 

r 

a 
or  le  capital  qui  rapporte  a  d'intérêt  annuel  est  -,  donc  • 

f[(i  +r)V-i]  =f  5  d'où  l'on  tire  »=j^- 
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Observation.  Si  la  somme  a  suffit  aux  besoins  annuels  du 
travailleur,  il  pourra  se  retirer  après  n  années  et  vivre  de  la 
rente  annuelle  de  son  capital. 

II.  Problème.  Mêmes  données  que  le  problème  précédent; 
on  demande  combien  d'années  /*'  il  doit  encore  travailler 
après  les  n  années  pour  que  le  capital  rapporte  une  rente 
double  de  l'épargne  annuelle  ? 

Solution.  Le  capital  acquis  -  vaudra  au  bout  de  n'  années 
•  r 

-(1  -f-  r)",  et  les  épargnes  annuelles  vaudront  -[(i+r)*' —  1]  ; 

on  a  donc  : 

.    3 
log- 

.  7(t+/T+f[(i+rr-i]=^;  d-où  rf-^. 

Observation.  On  a  n'  <»;  ainsi  il  faut  moins  d'années 

a 
pour  acquérir  le  second  capital  -  que  pour  le  premier,  ce 

.  r 

2a 
qui  est  évident  à  priori.  Si  donc  —  suffisent  à  la  dépense  an- 
nuelle, le  travailleur  pourra  se  retirer  après  n-\-n'  années. 

III.  Problème.  Mêmes  données;  combien  d'années  doit-il 
encore  travailler  pour  acquérir  un  capital  qui  rapporte  3a? 

Solution.  On  a  ^{1  + /•)""+  «[(1  -f  r)""—  1]  =  —  ;  d'où  : 
r  r  r 


a 
Observation.  On  a  w"<  w'<  n\  le  troisième  capital  -  est 

r 

donc  plus  tôt  gagné  que  le  second. 

IV.  Facilités  rf acquisition.  Moins  il  faut  d'années  pour 

former  un  capital ,  et  plus  la  facilité  est  grande  j  si  donc  nous 


—  362  — 
convenons  de  représenter  par  1  la  facilité  d'acquérir  le  premier 

capital  -,  les  facilités  d'acquérir  les  capitaux  — ,  — ,  etc., 
r  '  r       r 

log  9    loff  2    log  2 
seront  présentées  par  — ^-r,  -^r,  ~r>  ^c* 

-  ,0$à   **J  l0?i 

V.  iïiccemon.  Parmi  tous  les  êtres  organisés  de  la  création, 
l'homme  est  le  seul  qui  ait  le  sentiment  de  son  existence  pas- 
sagère. La  quantité  de  travail  nécessaire  pour  subvenir  aux 
besoins  dune  vie  courte)  et  précaire  est  assez  restreinte  \  mais 
la  sollicitude  pour  les  besoins  de  la  famille,  sollicitude  qoi 
s'étend  bien  au  delà  de  l'individu ,  est  le  plus  puissant  stimu- 
lant providentiel  pour  un  travail  continu  et  prolongé.  La 
transmission  garantie  du  produit ,  après  la  mort  du  travail 
leur,  constitue  le  droit  de  succession  et  la  base  fondamentale 
du  contrat  social  (*}  ;  car  la  société  civilisée  n'est  pas  une 
agrégation  d'individus ,  une  bande ,  mais  une  connexion  de 
familles,  une  nation.  L'unité  sociale,  c'est  la  famille;  unité, 
qu'un  même  signe  vocal ,  que  le  même  nom  sert  à  désigner  cl 
à  dénommer,  et  qui  établit  entre  les  individus  une  solidarité 
morale;  détruisez  cette  unité,  les  nations  deviennent  des 
troupeaux  sans  nom. 

YI.  Un  capital  est  la  représentation  légale  du  salaire  d'un 
travail  quelconque  exécuté  dans  un  temps  passé,  et  aussi  la 
représentation  du  payement  d'un  travail  quelconque  à  opérer 
dans  un  temp>  à  venir.  Une  distribution  trop  uniform:»  do 
capitaux  entre  toutes  les  familles  détruirait  toute  émulation, 
rendrait  impossible  l'exécution  des  travaux  pénibles  ou  rebu- 
tants, entraverait  le  progrès  des  beaux-arts,  amènerait  un 
retour  à  la  barbarie.  Une  trop  grande  inégalité  dans  cette 
distribution  devient  une  source  de  vices ,  de  misères  et  d'avi- 


(*)  L'abolition  du  droit  d'héritage  est  la  proposition  la  plus  anti-sociale  de 
ceux  qui  se  nomment  socialistes  par  antiphrase. 
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lissoppents  de  topt  genre,  tes  institutions  sociale»  doivent 
combattre  ces  deux  extrêmes.  En  laissant  une  liberté  com- 
plète à  la  concurrence  et  aux  entreprises  de  l'esprit  indus- 
triel ,  on  évite  le  premier  extrême  ;  alors  les  capitaux  se 
portent  à  l'endroit  de  la  plus  grande  intelligence,  de  la  plus 
grande  activité,  de  la  plus  grande  économie  :  ce  qui  doit  être. 
Pour  empêcher  un  excès  d'accumulation ,  il  faut  prosqrijçe 
les  majorais,  les  substitutions,  prescrire  le  partage  égal  des 
successions,  et  faire  de  gros  prélèvements  sur  les  gros  capi- 
taux au  bénéfice  de  la  masse  commune,  du  trésor  public, 
destiné  à  l'exécution  des  travaux  d'un  iptérét  national.  Quel 
rapport  établir  entre  le  prélèvement  et  le  capital?  Jusqu'ici 
on  a  toujours  admis  le  rapport  commercial ,  le  rapport  géo- 
métrique; mais  l'accroissement  des  grands  capitaux  s'opérant 
plus  facilement  que  celui  des  petits  (§  III),  il  semble  qu'il 
n'est  plus  équitable  d'admettre  dans  les  prélèvements  la 
simple  proportionnalité  commerciale.  Appliquant  ces  consi- 
dérations aux  successions ,  M.  Lamé  est  d'avis  de  laisser  sub- 
sister le  rapport  géométrique  pour  les  petits  capitaux  et 
d'imposer  les  grands  capitaux  en  raison  directe  de  la  facilité 
à  les  acquérir,  et  voici  comment  il  procède  :  Soient  A  la  limite 
des  petits  capitaux  et  c  le  prélèvement  pour  cent  ;  ainsi  une 

•  c\. 

succession  toalcou  inférieure  à  A  paye  — -;  soit  maintenant 

une  succession  t'A ,  i  étant  un  nombre  entier,  on  partage  celte 

cA 
somme  en  i  parts  égales  :  la  première  part  A  paye  -— ,  la 

facilité  à  acquérir  cette  part  étant  représentée  par  1 ,  celje 

log  2 
d'acquérir  la  seconde  part  'est  représentée  par  -«-2-  ;  ainsi 

l0&2 

cA  losr2 
celte  deuxième  part  paye  — — ^-  ,  et  par  le  même  raisonne- 

!°*2 


—  se*  - 

cÀ  losrâ 
ment,  la  troisième  part  paye—- — -;  donc  toute  la 

sion  devra  payer  : 

log2      log  2 

,      S       i     * 
l0«2      l0g3 

mais  l'on  a  à  peu  près  : 


lOjJ-  lOg— r— 

— , —  =  l+0,35(»-l);        (a) 


donc  le  prélèvement  à  faire  est  tttJlI  +0,35(i — 1)]. 

M.  Lamé  prend  A  égal  à  cinquante  mille  francs,  et  e  égal 
à  1  ;  il  admet  que  l'activité  de  l'homme  ne  pouvant  guère 
l'exercer  que  pendant  une  vingtaine  d'années ,  il  faut  adopter 
20  pour  la  limite  de  *',  ce  qui  donne  8  0/0  pour  un  héritage 
d'un  million ,  et  le  môme  rapport  est  à  conserver  pour  des 
héritages  plus  considérables.  Le  mémoire  se  termine  ainsi  : 
«Si  Ton  adoptait  cette  échelle  des  droits  d'enregistrement 
pour  les  héritages  en  ligne  directe,  il  faudrait  sans  doute  11 
doubler  pour  les  héritages  collatéraux ,  et  les  quadrupler  si 
les  héritiers  étaient  étrangers  à  la  famille  du  donataire.  » 

VII.  On  a: 

•^— bTî+ïfeTî)+-l(5TT),+*} 

où  M  représente  le  module.  Calculant  log  2  avec  trois  termes, 
log  4  et  log  5  avec  deux  termes ,  et  les  logarithmes  suivants 
avec  un  terme  de  la  série ,  on  trouve  : 

log  2  =  2M.  0,34645;  -2-=  1,70951;  -^-r  =  2,409*2; 
\0S-  log  5 

.5      2M    ,     6      2M    .     7      2M      t 
log^-jplog^-jlog^^etc. 
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Substituant  ces  valeurs ,  dans  le  premier  membre  de  la  for- 
mule (a) ,  il  devient 

|  [5,11893  +  0,34645(9  +  11  +  13  +  ....  2*  +  l)l 

*  «,*«•/•  i  rt%      0,07782 
=  0,34645  (*+  2) —. — 

=  1  +  0,34645  (s—  1) +  0,03935— 0,°7782 

A  AT7R9 

—  i  +  0,35  (i  -  1)  —0,00355  [i  —  1)  +  0,03935  —    *    .    * 
=  1  +  0,35  (î- 1)  +  0,0429  -  (o,00355*+  MIZËH\ 

Nous  devons  à  l'obligeance  de  M.  Koralok  (Philippe)  cette 
première  vérification  de  la  formule  de  M.  Lamé.  Mous  rappe- 
lons à  cette  occasion  que  ce  professeur  étranger  est  auteur 
d'une  méthode  pour  calculer  les  logarithmes  des  nombres  et 
des  lignes  trigonométriques  avec  une  extrême  promptitude 
(txnr  t.  VI,  p.  475).  11  y  a  plus  d'une  année  que  Fauteur  a  pré- 
senté son  travail  à  l'Académie ,  sans  pouvoir  obtenir  un  bout 
de  rapport.  Lorsqu'on  voit  qu'on  fait  à  celte  docte  assemblée 
des  rapports  sur  le  moyen  d'abréger  la  soustraction  des  frac- 
lions  en  arithmétique,  et  sur  d'autres  propositions  de  même 
importance ,  on  a  lieu  d'être  grandement  surpris  qu'on  ne 
veuille  pas  dire  un  mot  sur  un  procédé  qui  fait  obtenir  des 
logarithmes  de  nombres  entiers  et  des  lignes  trigonométriques 
avec  7  décimales  exactes  en  quelques  minutes.  J'en  ai  fait 
plusieurs  essais  qui  ont  réussi  ;  le  silence  du  rapporteur  dé- 
signé est  d'aulant  moins  explicable  qu'il  est  connu  pour  son 
extrême  habileté  dans  les  calculs  numériques;  qualité  pré- 


(•)  La  souscription  à  la  traduction  d'un  ouvrage  par  M.  Koralek ,  annoncée 
(  t.  VI,  p.  475  ),  est  toujours  ouverte  ebrx  M.  Bachelier,  libraire  à  Paris,  et  cbes 
l'auteur,  59,  rue  du  Faubourg-Poissonnier*.  Sa  méthode  logarithmique  est  Jointe 
à  cet  ouvrage. 
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rieuse  et  des  plus  rares  que  l'illustre  géomètre  a  encore  en 
commun  avec  Euler  le  Grand.  Il  serait  pénible  d'admettre 
pour  cette  explication  des  motifs  étrangers  à  la  science. 

Depuis  que  ceci  est  écrit ,  ub  de  nos  analyste* ,  lé  ^foè 
versé  dans  la  doctrine  des  suites  v  a  pris  la  série  de  M.  Lamé 
pour  sujet  de  ses  savantes  investigations  (Comptes  tâtfffi, 
août  1848 ,  p.  99).  M.  J.  Binet ,  cherchant  la  sommation  de 

la  série  dont  le  terme  général  est  ,  et  rejetant 

les  termes  de  Tordre  — ,  parvient  à  cette  expression  : 
1  +  0,35  (î  —  1)  +  0,04315  -  0,00343i ,  etc. 


NOTE 

Sur  le  rapport  de  là  circonférence  au  diamètre  par  la  métkôit 
des  surfaces  équivalentes  (f  .  1. 1 ,  p.  192  et  t.  V,  p.  42). 

PAR    M.  JUBÉ    (EUGÈVE), 
Professeur  au  lycée  de  SainUOmer. 


En  nommant  R  et  r  les  rayons  des  cercles  circonscrit  et 
inscrit  à  un  polygone  régulier  donné  en  surface ,  et  R',/' ceux 
qui  correspondent  à  un  polygone  régulier  aussi  équivalent 
au  premier,  mais  dont  le  nombre  des  côtés  est  double  ,  on  a 
(Legendrc,  iiv.  IV,  th.  XVI)  : 


R'=V/^,    r'=Vr^±T. 


Si  ou  applique  ces  formules  au  calcul  des  minus  lignes 
relatives  à  des  polygones  réguliers  de  même  surface  dont  les 
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nombres  do  côtëi  s'accroissent  toujours  ca  doublant ,  après 
n  opérations  on  arrivera  à  deux  rayons  Rn ,  rn  dont  la  diffé- 
rence pourra  être  aussi  petite  qu'on  voudra. 

En  effet  R'W*=!j(R--r);  d'où  ^-^^Ç^^-^ 

mais  r^>r  et  R>W,  donc  R'-r'<{(R  — r)  :  si  R'  et  r» 

4 

së  rifpjportent  a  uh  nouveau  polygohe  de  même  surface  ayant 

encore  défak  fols  plus  de  côtés,  on  aura  semblablement 

R"—  r"<  \  (K'—rf)  et  à  fortiori  R"— r"<  ~  (R-r)  ;  et  enfin 
4  4 

jk)ûr  le  polygôrie  qlil  aura  â*  fois  pltis  de  côtés  que  le  pre- 
mier, Rn—rn<C  rw  (R — r).  On  pourra  donc  prendre  n  assez 
4 

grand  pour  que  Rn  —  rn  soit  plus  petit  que  toute  quantité 
donnée. 

Représentons  par  p  le  rayon  du  cercle  équivalent  à  chacun 
des  polygones  considérés,  alors  Rn  >  p  >  r»  ;  donc  la  limite 
de  Rft  et  de  rn  est  p. 

Pour  calculer  p  à  moins  de  —  il  suffira  de  trouver  pour 

Rn  — /»une  valeur  moindre  que  —,  car  alors  Rn ^j— 

1  R   -4-  r 

sera  inférieur  àj-^dc  môme  que    *~^  *  —  rn,  el  par 

suite  — *T  *sera  la  valeur  de  p  à  moins  de  r-^. 
2  r  10 

i  2  1  2 

Oh  aura  ftn  —  rn <  — m,  si  on  pose  ^  (R - r)<  — *. 

Soit  4  la  valeur  commune  du  cercle  et  des  polygortes ,  et  R,r, 
relatifs  au  carré  $  alors  r  =  1 ,  R  =  \/\  ;  el  en  posant 

^(1/2 —  1)  ==  — 5  on  a,  en  employant  les  log.  ordinaires, 

m-\-  L  (K5—  i)  ~  U  +  2#*}L2  i  relation  qui  aura  lieu  à  for* 


tiori  en  prenant  m      t\  -f  2/i)L2  ou  n^K^ïâ~  S-  Maîj 

3 
L2  =  0,301 03,  et  2L2  vaut  -  à  peu  près;  donc  en  prenant 

■  5 

n ~  7  m  —  - ,    "T  *  scra *a  va^cur  de  p  à  moins  de  —5, 

et  le  dernier  polygone  à  considérer  aura  4x2*  côtes. 

Comme  celte  valeur  de  p  est  comprise  entre  1  et  2 ,  p*  sera 
exprimé  avec  m  chiffres  décimaux  exacts,  et  en  divisant  4 
par  cette  quantité  on  obtiendra  n  avec  m  chiffres  décimaux 
exacts. 

Cette  méthode  scra  un  peu  moins  avantageuse  qoe  ceDe 
des  isopérimètres  (t.  Y,  p.  42). 


QUESTIONS. 

191.  Trouver  la  n«»«  dérivée  de  xn(x— 1)"=0,  et  démon- 
trer que  celte  dérivée  a  n  racines  comprises  entre  0  et  1. 

(Gauss.) 

192.  Trouver  et  discuter  l'équation  de  la  surrace  qui  jouit 
de  cette  propriété,  que  la  somme  des  dislances  de  chacun  de 
ses  points  aux  deux  côtés  d'un  angle  droit  est  constante. 

1 93.  Li  question  précédente  pour  les  trois  côtés  d'un  angle 
trièdre  trireclangle. 

191.  Connaissant  en  grandeur  et  en  direction  les  perpen- 
diculaires abaissées  d'un  point  sur  les  côtés  d'un  polygone 
plan ,  trouver  Taire  du  polygone  en  fonction  des  données. 

195.  Trois  cercles  étant  donnés  dans  un  même  plan  ;  con- 
struisant un  cercle  coupant  rectangulaircmcnt  l'un  des  cercles 
donnés  et  passant  par  les  intersections  des  deux  autres  ;  les 
trois  nouveaux  cercles  passent  par  les  deux  mêmes  points. 
(Plûikcr.) 


LETTRE  A  M.  TERQUEM  SUR  LES  ROSETTES. 

PAR  M.  BRZTOW  (  M  CHAMP  ) , 

Ingénieur  des  ponts  et  chaussées. 


Monsieur,  dans  les  observations ,  si  bienveillantes  d'ail- 
leurs pour  moi,  dont  vous  avez  fait  suivre  la  note  de 
M.  Brassine  sur  les  rosettes  (p.  211  ) ,  vous  attribuez  à  Wa- 
ring  l'honneur  d'en  avoir  donné  la  théorie.  Je  crois,  permettez 
moi  de  le  dire,  que  c'est  aller  beaucoup  trop  loin.  Waring 
a  bien  indiqué ,  dans  le  problème  XV  de  son  ouvrage  inti- 
tulé Curvarum  algebraicarum proprietates  (2e édition,  1772, 
p.  56) ,  le  moyen  d'obtenir  l'équation  qui  a  pour  racines  les 
segments  interceptés  sur  les  rayons  d'une  rosette,  par  une 
courbe  algébrique.  Mais  il  faut  remarquer  d'abord  que  cet 
auteur  ne  fait  qu'indiquer  les  calculs  à  effectuer,  et  ensuite 
n'énonce  aucune  de  ces  propositions  où  l'on  voit  les  segments 
former  des  fonctions  qui  conservent  une  valeur  constante 
pendant  que  la  rosette  tourne,  la  courbe  étant  fixe.  Or  c'est 
là  ce  qui  constitue,  à  proprement  parler,  la  théorie  des  ro- 
settes dans  ce  qu'elle  a  de  plus  intéressant.  Peut-on  croire, 
s'il  avait  connu  ces  théorèmes,  qu'il  les  eût  passés  sous 
silence  ? 

Le  procédé  de  Waring  consiste  à  substituer  dans  l'équation 
en  xy  y  de  la  courbe,  pour  x  et  pour  y,  les  expressions 

OL  Cf. 

jr  =  pcos— ,  r  =  psin— ,  2m  étant  le  nombre  dos  rayons 
r       m  r      m 

a 

et  p  le  segment  ;  il  élimine  l'angle  -   au  moyen  de  la  relation 

m 


COS—  =  -  V  COS*+l/— l.Siua-{--t/  COSa  —  |/—  l.SlUa; 
▲m.  >«  kUnrfM.  vu.  2b 
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et  par  suite  les  coefficients  de  l'équation  obtenue,  après  qu'on 
a  fait  disparaître  les  quantités  irrationnelles,  sont  des  fonc- 
tions rationnelles,  n^ûs  générçleinept  fractiop^ifef f  de 
sinaetcos?.  On  aperçoit  sans  peine  que  l'équation  ainsi 
formée ,  pp-f  AIp*"'+  A, f?~*+ ....  =  0 ,  n'est  pas  identique 
avec  celle  dont  on  a  besoin  pour  établir  la  théorie  des  ro- 
settes. Par  exemple,  pour  m  =  1 ,  la  courbe  étant  du  second 
degré,  soient  p',,  p',  les  segments  interceptés  sur  le  premier 
rayon ,  et  p/',  pa"  ceux  du  deuxième  rayon.  On  a 

ai=p/p:+p:p:'+p/p;'+p:pi"+p,'p,''+p/'p,''. 

Comment  isoler  la  fonction  -p-,  +  -77-^  pour  démontrer 

PiP*      P.  P» 

qu'elle  conserve  uqe  valeur  constante?  Vous  voyez  qu'on  est 
conduit  à  des  coefficients  dont  la  composition  ne  permet  pas 
toujours  d'établir  les  théorèmes  les  plus  simples. 

En  faisant,  au  contraire,  x  =  pC08«,  ^  =  psin«,  dus 
l'équation  du  degré  n , 

où  mi  est  une  fonction  homogène  et  entière  de  a- ,  y  du  degré 
i ,  on  trouve  : 

",/+  "*-«P*-'+  "n-,  P*"+  ....  +  "*'+  ".P  +  U0  =0  i      . 

p<  étant  homogène  et  du  degré  i  en  sin  «,  cosa.  Donc  en  posant 

•=-,  l'équation 
r 

qui  a  pour  racines  les  puissances  —  1  de  p ,  a  pour  coeffi- 
cient de  r*  une  fonction  entière ,  homogène,  du  degré  *\  de 
sin  a,  cosa;  et  par  suite  toute  fonction  symétrique  du  degré 
i  de  ces  puissances  s'exprime  aussi  par  une  fraction  entière 
du  degré  i ,  de  sin  a ,  cos  a. 


Çfh  4  V*H  fait  ]a  awnwe  des  valais  d'une  tells  foocttoq 
pou*  la  tirie  £es  2m  wgle*, 

a,    «  +  — i     a  +  2.  — ....a  +  (2ro —  l)r— , 
*     ■   '  SU»7        r      Sb»  *  v  âm' 

oq  obtient  use  quantité  indépendante  de  oc,  toutes  le»  foi* 
que  9»  est  plus  grand  que  i.  Cet  énoncé  renferme  toute  la 
théorie  des  rosettes  circulaires. 

Considérons  présentement  danç  l'espace  une  surface  qpel* 
conque  et  un  groupe  ou  faisceau  de  rayons  menés  d'un  point 
fUeaux  sommets  d'un  polygone  régulier  elliptique  (inscrit 
ftafk  mie  otyip&e ,  de  manière  que  $ea  cAtés  correspondent  à 
des  secteurs  équivalents),  je  dis  que  la  même  propriété  aura 
ften*  fftUFVU  <F»e  Von  ait  soin  de  multiplier  chaque  puis- 
sance —  1  de  p  par  la  longueur  du  rayon  correspondant 
Statt  R  cette  longueur,  prenons  pour  origine  des  coordonteÉ^ 
1*  point  fe$>  ^  supposons  les  axes  des  x  et  des^  parallèles 
à  ceux  de  la  courbe.  Les  équations  4e  celle-ci  peuvent  être 
puises  sous  la  forme  x==A+acosw>^=B+*sin»>,  *=C, 
«>  i  i  A  >  $ *  c  WjWt des  co«8tWte*,  et  «  une  variable  avxl» 
liaire  telle  que  pour  la  série 

•-  ■      ■     ni  m  /?i 

on  a  les  sommets  d'un  polygone  régulier  elliptique  de  m  cô- 
tés. Soit  encore  alors 

l'équation  de  la  surface  it,  étant  comme  ci-dessus  du  degrés, 
mais  en  x ,  y,  z.  Les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de 

cette  surface  sont  évidemment  ~  A-}-acos«),  £(B-|-Z>sinw), 
£c.  Donc,  en  les  substituant  dans  l'équation  ci-dessus, 
on  a  une  transformée  où  le  coefficient  de  (  |-  j  est  ou 


**\ 
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plus  du  degré  i  en  sinio ,  cos»  ;  donc,  eU.  Cette  conclu- 
sion, bien  plus  générale  que  la  précédente,  renferme  ce 
qu'on  pourrait  appeler  la  théorie  des  rosettes  coniques. 

Voici  un  théorème  assez  curieux  qu'on  en  déduit  :  Sait  un 
polyèdre  régulier  ellipsoïdal  (  c'est-à-dire  qui  devient  régu- 
lier quand  l'ellipsoïde  devient  une  sphère)  $  si  l'an  suppose 
des  droites  menées  du  centre  de  V ellipsoïde  aux  sommets  de  ce 
polyèdre,  et  prolongées  jusqu'à  une  surface  quelconque,  les 
sommes  des  valeurs  inverses  des  segments,  de  leurs  carrés  et  de 
leurs  produits  deux  à  deux  dans  chaque  direction  sont  corn- 
stantes  pour  les  polyèdres  de  même  espèce  circonscrits  au  même 
ellipsoïde. 

Pour  le  dodécaèdre  et  Ficosaèdre  an  peut  s'élever  jusqu'à  h 
quatrième  puissance. 
£*  Il  est  bien  évident  qu'on  obtiendrait  des  résultats  analo- 
gues en  faisant  passer  les  rayons  du  faisceau  par  les  poioti 
que  déterminent  les  équations 

.r  =  y(sinw, cosw),  .r=:^(sinti>,co8w),  x=z<&($m»,eos*); 
?,  4s  tétant  les  signes  de  trois  fonctions  entières,  lors- 
qu'on donne  à  l'argument  les  valeurs 

(o,     6>-| w  +  2. — ....«-f(n»  —  1)— • 

m  '  m  '  l  'm 

m  étant  plus  grand  que  le  degré  de  la  fonction  que  Ton  con- 
sidère. Toute  la  difficulté  est  de  définir  géométriquement  ces 
nouveaux  systèmes;  j'en  donnerai  quelques  exemples 
une  prochaine  lettre. 
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THEORIE  GENERALE  DES  POLES,  POLAIRES,  etc. 

(V.  p.  325,  fin.  ) 


PAR  M.  UWTBtelO 

Professeur. 


1.  Soit 

Ax'+Ay+AV+Br2+B,xz+Bf,jcr+C^+C>+C''z+E===0 

Ou  plus  simplement  T{xtynz)  =0  (1) ,  l'éqaation  générale 
des  surfaces  du  2e  ordre. 

On  sait  que  lorsqu'on  mène  à  la  surface  un  plan  tangent 
par  un  point  quelconque  a.  p.  y  de  l'espace ,  les  coordonnées 
du  point  de  contact  satisfont  aux  deux  équations 

P(x.jr.»)  =  OiP»(«-x)+Flf(P-1r)+F,(Y-*)=0 

La  seconde  ajoutée  .au  double  de  la  première  s'abaisse  au 
premier  degré  et  devient 

«P«  +  PFlf  +  -fFs+Gr+C,<r  +  C,a+2E  =  0         (2) 

équation  d'un  plan  ;  donc  tous  les  points  de  contact  sont 
dans  ce  plan.  Ainsi ,  une  surface  conique  circonscrite  à  une 
surface  du  deuxième  ordre  touche  cette  surface  suivant  une 
courbe  plane. 

Nous  désignerons  le  plan  de  cette  courbe  sous  le  nom  de 
plan  de  contact.  Cela  posé,  si  le  sommet  a.  p.  y  do  la  surface 
conique  circonscrite  se  meut  sur  un  plan  quelconque 

z=px+qy  +  r(& 


on  aura  entre  o.  p.  «y  la  relation  y  =p*  +  îP  +  r  *  P*r 
suite  l'équation  (2)  deviendra 

(F*4?Fi)a+lF'a+?F^ 

et  sera  l'équation  générale  de  tous  les  plans  de  contact  qui 
correspondent  aux  divers  points  du  plan  (3). 

Or,  la  forme  seiile  de  l'équation  (4)  montre  que  tous  les 
plans  qu'elle  représente  en  y  faisant  varier  «.  P  coupent  la 
droite  Gxe 

F*+j>F's  =  0;     F'y+srF'»  =  0 

en  un  même  point  donné  par  l'intersection  des  trois  pbas 

F&+pF'%  =  0{5)-7    F'f+?F'*=0  [«) 

rF'a+Cx  +  C>  +  C"z  +  2E  =  0  (7)    j 

dont  les  équations  ne  contiennent  pas  les  variables  «.  p;  dwte  , 
tous  les  plans  de  contact  se  coupent  en  on  même  point 
situé  sur  la  droite  (5),  (6).  Cette  droite  est  évidemment  ira 
diamètre  de  la  surface,  car  les  équations  sont  satisfaites  par 
F'<r  =  0,  F'y=0,  F'*  =  0  qui  déterminent  les  coordonnées 
du  centre.  Là  position  de  ce  diamètre  est  atfssi  indiquée  par 
la  Forme  des  équations  (5),  (6).  .     . 

En  effet  l'équation  d'un  plan  tangent  h  la  Sutifett  et 
parallèle  au  plan  (3)  est  z — z'=p(x —  x1)  +  q&— jr) 
x.y.  z'  désignant  les  coordonnées  du  point  de  contqrt, 

et  l'on  doit  avoir  p  =  —  j^  ou  FV  +/>FV  =  0  et  q  = 

—  =r-  ou  FV  +  jFV= ft ,  équations  qui  sont  satisfaites  si 
r  jf 

le  point  de  contact  x\y .  z'  est  une  des  extrémités  du  dia- 
mètre (5),  (6).  Donc  ce  diamètre  est  celui  qui  passe  par  le 
point  de  contact  d'un  plan  tangent  à  la  surface  parallèlement 
au  plan  donné.  Mous  pouvons  par  conséquent  eu  conclure 
ce  théorème  : 
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Si  Fon  c&céfrscrit  à  Une  surface  du  deuxième  ordre  une 
mite  de  surfaces  coniques  dont  les  sommets  sont  situés  sur 
un  mêm  plan  .•  1°  toutes  lés  courbes  de  contact  seront  des  courbes 
planes;  2°  leurs  plans  se  couperont  en  wk  même  point;  3°  ce 
point  sera  situé  sur  le  diamètre  de  la  surface  qui  passe  par 
le  point  de  contact  d'un  plan  tangent  à  la  surface  et  parallèle 
au  plan  donné. 

Lé  point  de  concours  de  tons  les  plans  de  contact  qui 
correspondent  aux  divers  points  d'un  plan ,  a  été  appelé  par 
M.  t*ergonnc  le  pôle  du  plan ,  et  Ton  voit  qu'à  un  plan  quel- 
conque Correspond  toujours  un  pôle  dont  les  équations  (5)  ; 
(6),  (7)  déterminent  les  coordonnées  en  y  remplaçant/?,  q,  f, 
parles  trustantes  de  ce  plan. 

3.  Réciproquement ,  soient  a,b,c  les  coordonnées  d'un 
j^biËt  dfc  l'espace ,  en  faisant  x  =  ay  y  =  b^  z  =  c  dans  lès 

F'«  F'* 

équations  (5),  (6),  (7),  elles  donneront  p=—  =r,-  ;  ?=—  et» 

te  r  h 

,  en  substituant  dans (3)  léqua- 


F'c 
tiott  résultante 

&ax  +  Fby  +  F'ez+Ca  +  Cb  +  C'c  +  2E  =  0        (S) 

aéra  celle  d'un  plan  ayant  pour  pôle  le  point  a,  6,c$  d'où 
résulte  ce  nouveau  théorème  : 

Si  par  un  point  quelconque,  on  conduit  une  suite  de  plans 
qui  coupent  une  surface  du  deuxième  ordre  et  que  Von  considère 
les  courbes  d'intersection  comme  les  lignes  de  contact  d'une 
suite  de  surfaces  coniques ,  circonscrites  à  la  surface  du 
deuxième  ordre ,  les  sommets  de  toutes  ces  surfaces  seront  dans 
jun  même  plan ,  et  ce  plan  sera  parallèle  à  celui  qui  touche  la 
surface  à  l'extrémité  du  diamètre  qui  passe  par  le  point. 

Ce  plan  est  dit  le  plan  polaire  du  point.  Ain&i,  à  un  point 
quelconque  de  l'espace  correspond  toujours  un  plan  pOb&i 
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dont  on  trouve  l'équation  en  remplaçant  dans  (8)  a%  6,  c  par 
les  coordonnées  de  ce  point. 

3.  Le  plan  polaire  étant  z=px  -\-qy-\-r  (3),  nous  avons 
vu  que  son  pôle  est  déterminé  par  les  trois  équations  : 

F'*+/>F',  =  0(5)î     F'y  +  qFK=0  (6) 

rF^  +  Gr  +  Cy  +  C''z+2E  =  0.  (7) 

Comme  chacune  d'elles  ne  contient  que  Tune  des  constantes 
p7  q,  r  du  plan,  il  en  résulte  que  séparément  ou  deux  i 
deux  ces  équations  expriment  un  lieu  géométrique  des  pôles, 
qui  dans  le  premier  cas  est  un  plan  et  dans  le  deuxième  eu 
une  droite.  * 

r  étant  seule  constante ,  le  lieu  géométrique  des  pôles  fera 
le  plan  (7),-  or  dans  cette  hypothèse  le  plan  (3)  passe  con- 
stamment par  le  point  Gxe  x=Ojr=0,z=.r  et  l'équation  (8) 
montre  que  l'équation  (7)  est  celle  du  plan  polaire  de  ce 
point  fixe;  donc 

Le  lieu  géométrique  des  pôles  d'un  système  de  plans  qui  se 
coupent  au  même  point  est  le  plan  polaire  de  ce  point. 

r  étant  seule  variable,  le  lieu  géométrique  des  pôles  est  la 
droite  (5),  (6).  Or,  dans  cette  hypothèse  le  plan  (3)  se  meut 
parallèlement  à  lui-même,  et  nous  avons  vu  que  la  droite 
(5),  (6)  est  le  diamètre  qui  passe  par  le  point  de  contact  d'un 
plan  tangent  parallèle  au  plan  donné  ;  donc 

Le  lieu  géométrique  des  pôles  d'un  système  de  plans  paral- 
lèles est  le  diamètre  passant  sur  le  point  de  contact  du  plan 
tangent  parallèle. 

p  étant  seule  constante,  le  lieu  géométrique  des  pôles  sera 
le  plan  (5)  ;  or,  dans  cette  hypothèse,  le  plan  (3)  est  parallèle 
à  la  droite  ûxe^=0  j  z=px,  et  le  plan  diamétral  conjugué 

de  celle  droite  est  -  F'*  +  F*  =  0  ou  Fx-\-pF\=  0,  qui  est 

l'équation  (5)  ;  donc 
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Le  lieu  géométrique  des  pôles  d'un  système  de  plans  parallèles 
jà  une  droite ,  est  le  plan  diamétral  conjugué  de  la  direction. 

p  étant  seule  variable ,  le  lieu  géométrique  des  pôles  sera 
la  droite  (6),  (7).  Or,  dans  cette  hypothèse,  le  plan  (3)  passe 
constamment  par  la  droite  x=zOj  x=qy+r  et  (6)  est  le 
plan  diamétral  conjugué  de  la  direction  :  donc  la  droite  (6), 
(7)  est  située  dans  ce  plan  diamétral  et  il  reste  à  déterminer 
sa  position  dans  ce  plan. 

Comme  elle  est  indépendante  du  choix  des  axes,  nous 
pouvons  supposer  que  celui  de  y  est  parallèle  à  la  droite 
x  =  0 ;  z  =  qy-\-  r,  ce  qui  donne  q  =0,  et  prendre  le  plan 
diamétral  conjugué  de  la  direction  pour  celui  des  xz ,  ce  qui 
réduit  l'équation  de  la  surface  à  la  forme 

Ax%+  A>'+  AV+  Vxz  +Or  +  C'z  +  E  =  0; 
alors  la  droite,  lieu  géométrique  des  pôles,  aura  pour 

équations 

,T=0,    rF',  +  Gr  +  C"z  +  2E  =  0. 

La  trace  de  la  surface  sur  le  plan  des  xz  est  une  conique 
ayant  pour  équations 

*  y=OiAf'+A.''z*  +  B'xz  +  Cx  +  C'z  +  E  =  0. 
La  trace  dera  droite  donnée  sur  le  même  plan  est  x  =  0; 
jr=0;  z=r;  or  la  polaire  de  ce  point  par  rapport  à  la  courbe 
qui  précède  a  pour  équations 

y=0;    rF'*+Gr+C"z+2E  =  0 

qui  sont  précisément  celles  de  la  .droite,  lieu  géométrique 
des  pôles  ;  donc ,  le  lieu  géométrique  des  pôles  Sun  système  de 
plans  qui  se  coupant  suivant  la  même  droite ,  est  la  polaire  du 
point  où  la  droit* rencontre  le  plan  diamétral  conjugué  de  la 
direction ,  la  polaire  étant  prise  par  rapport  à  la  conique  que 
le  plffin  diamétral  détermine  sur  la  surface.  Nous  verrons 
dansée  §  suivant  que  cette  polaire  est  la  droite  suivant  la- 
quelle se  couperaient  tous  les  plans  de  contact,  si  le  point 
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a.  fïi  y  »e  déplaçait  attirant  la  droite  qui  est  l'interaction 
commune  des  plans,  et  nous  pourrons  atots  énoncer  plus 
simplement  le  théorème  qui  précède. 

La  considération  de  la  constante  q  conduirait  évidemment 
aux  mêmes  conclusions  que  celle  de  la  constante  j>,  et  chacun 
des  théorèmes  qui  précèdent  aurait  la  rétiprotyie  dont  il  eèt 
facile  de  trouver  l'énonce. 

4.  Cherchons  maintenant  la  position  relative  du  pôle  et  da 
plan  polaire.  Comme  elle  est  indépendante  du  choix  Mes 
axes  i  nous  pouvons  les  supposer  tels  que  celai  de  s  soit  k 
diamètre  passant  par  le  pôle ,  et  que  le  plan  de  xy  soit  tan- 
gent à  la  surface  parallèlement  au  plan  polaire.  L'éqttatioa 
de  la  surface  se  réduira  à  la  forme 

A  j?'+  A>»+AV  +  G'z  =  0  ; 
l'ordonnée  verticale  du  centre  sera  donnée  par  PéqùatMi 
dérivée  en  z 

2A"S+C"=0j  d'où  «  =  -£j£î. 

Cette  ordonnée  sera  la  longueur  du  demi-diamètre  qui 
pahse  par  le  pôle  ;  en  la  représentant  par  d  on  aura  donc 

d--SL         *'* 

~       -JA"' 
L'équation  (*>)  du  plan  polaire  deviendra 

Ce 


(ÏA"c+G")z-\-C"c  =  0;    d'oùz=- 


2A"c  +  C" 

z  désignant  la  distance  du  plan  polaire  à  l'origine.  En 
appelant/;  la  distance  du  plan  polaire  au  centre,  on  aura 
donc  ,  * 

f  =  -\-V^+fc'(,Urfedutsi>nt!^2A-'C2A-'c+C'y 
La  dihlar.ee  du  pôle  à  l'origine  étant  c,  en  appelant/»'  k 
distance  du  pôle  au  centre,  un  aura 
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Et  enfin,  Taisant  le  produit  des  deux  dislances  p\  />',  oh 
arrivera  à  là  relatkta  remarquable 

pxp'=d>;  (9) 

donc. 

■      •  ■         •  t 

Pans  /es  surfaces  de  deuxième  ordre  qui  ont  un  centre,  iè 
pôle  d'un  plan  est  situé  de  manière  que  si  Von  mène  le  diamètre 
qui  passe  par  le  pôle,  le  demi-diamètre  est  moyen  proportionnel 
entre  les  distances  au  pôle  et  du  plan  au  centre,  les  distances 
étant  mesurées  sur  le  àiamètre. 

U-      4  .  .Il 

Si  la  surface  n'a  pas  de  centre,  on  à  de  plus  A"=0  et  l'é- 
quation du  plan  polaire  se  réduit  à  z= — c,  d'où  résulte  cette 
propriété  du  paraboloïde ,  analogue  à  ceile  de  la  parabole  : 

Dans  tout  paraboloïde,  la  partie  du  diamètre  comprise 
entre  un  plan  et  son  p6le  a  son  milieu  sur  la  surface. 

Celte  propriété  et  la  relation  (9)  donnent  un  procédé  très- 
simple  pour  construire,  soit  le  plan  polaire  lorsque  Ton 
connaît  le  pôle,  soit  le  pôle  lorsque  Ton  connaît  le  ptah 
polaire  pour  chacune  des  cinq  surfaces  du  deuxième  ordre. 

bans  le  cas  de  la  sphère,  le  diamètre  est  perpendiculaire 
au  plan  polaire,  et  la  relation  (9)  a  toujours  lieu. 

De  ce  qui  précède  résultent  ces  conséquences ,  qu'il  suffira 
d'énoncer  : 

Ia  plan  polaire  étant  extérieur  d  la  surface,  le  pèle  est 
intérieur  et  réciproquement. 

Le  plan  s9 éloignant  du  tcàlrc,  le  pôle  An-  rapproche  et 
I  Wtyii  oQVièmetit. 

Le  plan  passant  par  le  centre,  le  pôle  est  à  V infini  et  rébi- 
prûjuetnent. 

Le  plan  étant  tangent,  le  pôle  est  au  point  de  contact,  et 
Mciprcjqtoetfftént  M  le  pôte  est  sur  là  sW/Mfc ,  le  plan  eét  lon- 
fent  en  ce  point. 


5.  L'équation  (8)  du  plan  polaire  en  y  remplaçant  F«, 
F'»>Fe'  P&r leurs  valeurs  et  ordonnant  par  rapport  à  a,  i,  e 
devient 

àF's  +  bFy+cF'r+Cx  +  Cy+G't  +  SE^ 

en  comparant  cette  équation  avec  (2)  on  voit  que  le  plan 
polaire  d'un  point  est  le  plan  de  la  courbe  de  contact  qui 
correspond  à  ce  point;  donc,  le  pôle  d'un  plan  est  Y  inter- 
section commune  des  plans  polaires  de  tous  les  points  de  te 
plan.  Par  conséquent,  si  un  point  4&t*JUms  un  planf  son 
plan  polaire  passera  par  le  pôle  de  ce  plan. 

Réciproquement  le  plan  polaire  d'un  point  est  le  lieu  géo- 
métrique des  pôles  de  tous  les  plans  qui  passent  par  ce  point; 
donc,  si  un  point  passe  par  le  pôle  dun  autre  plan,  son  pôle 
se  trouvera  sur  cet  autre  plan  (3). 

6.  L'identité  de  l'équation  du  plan  polaire  d'un  point  avec 
celle  du  plan  de  contact  qui  correspond  à  ce  point  nous  in- 
dique que  le  plan  polaire  est  un  lieu  géométrique  dont  le 
plan  de  contact  n'est  qu'un  cas  particulier. 

En  effet,  soit  Ax'  +  Ay+AV+B/z+B'jrs+ITxH- 
Cx4-Cy-f*C"z-f-E=0,  l'équation  générale  des  surfaces  du 
deuxième  ordre.  Désignons  par  <*,  a  les  segments  compris 
sur  Taxe  des  x  entre  l'origine  et  la  surface.  Ces  segments 
sont  donnés  par  l'équation  du  deuxième  degré 

Axa+C^+E  =  0,    d'où    a+a'=  — 5-;  **'=■?; 

A  A. 

de  même  p,  p'  désignant  les  segments  compris  sur  l'axe  des 
y y  ces  segments  seront  donnés  par  l'équation  du  deuxième 
degré 

Ay+cy+E=o,  d'où  p+p'=_^.:  P?r=|r- 

Enûn,  y,  y  désignant  les  segments  sur  Taxe  des  z,  ces 
segments  sont  donnés  par  l'équation 
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av+<t.+e=o,  d'où  7+y=-^f „•*!..■ 

Prenons  un  segment  sur  chacun  des  axes,  par  exemple  « 
sur  l'axe  des  .r,  p  sur  celui  des  y,  et  7  sur  celui  des  z.  Le 
plan  que  déterminent  ces  trois  segments  a  pour  équation 

*       P        7 
Le  plan  qui  détermine  les  trois  autres  segments  J ,  p',  7' 
aurait  de  même  pour  équation 

Ces  deux  plans  se  coupent  suivant  la  même  droite  avec  un 
troisième  plan  qui  a  pour  équation  la  somme  de  leurs  équa- 
tions, c'est-à-dire  : 

««'    *+    tfT    *+     77' 

Or,  en  substituant  en  place  de  a  +  J ,  p+  p,  7+7')  "«'9 
P£',  77',  letuy  valeurs  de  ci-dessus ,  l'équation  de  ce  troi- 
sième plan  devient 

C*+C>+C"*  +  SE  =  Of 

et  l'équation  (8)  fait  voir  que  ce  deuxième  plan  est  le  plan 
polaire  de  l'origine;  donc  la  position  est  indépendante  de  la 
direction  des  axes,  et  il  en  résulte  ce  théorème  : 

Si  par  un  point  fixe,  an  mène  trois  sécantes  rencontrant 
une  surface  du  deuxième  ordre  chacune  en  deux  points,  et  si 
F  on  prend  un  point  d 'intersection  sur  chaque  sécante,  le  plan 
déterminé  par  ces  trois  points  sera  coupé  par  celui  des  autres 
points  restants ,  suivant  une  droite  qui  sera  toujours  située 
dans  un  mime  plan  lorsque  Von  fera  tourner  les  sécantes  au- 
tour du  point  fixe,  et  ce  plan  sera  le  plan  polaire  du  point 
fixe. 


-  m- 

Doflc,  si  parmi  les  sécante*  tjois  peuypqt  ^enir  tan- 
gentes, les  points  de  contact  seront  sur  le  plan  polaire  et  en 
(Jétçrrçioeront  la  ppsi(ion,  cç  q\x\  ex^iq^ç  l'i^otUé  <fe)'é- 
qqat|on  de  ce  plan  avec  celle  du  plqn  ge  con|act. 

On  pouvait  conclu^  de  ce  théorise  m  wwew  ncpçftM 
pour  construire ,  soit  le  plan  polaire  d'un  point  donné ,  soit 
le  pôle  d'un  plan  donné. 

s  m- 

1.  Reprenons  Téqualion. 

aFar+pF,y+YF?  +  Cx+C'jr+C"z  +  2E=0  (2) 

de  la  courbe  de  contact  qui  correspond  à  un  point  quelcon- 

r 

que  a,  p,  y  de  l'espace,  et  cxaminonsje  cas  où  le  point  a,  p,  7 
f  t  •  ■ 

est  sur  une  droite  quelconque 

x=mz-\-g     (iO) .      y  =  nz-\-h.  (Il) 

On  aura  alors  entre  a,  p,  y  les  ((eux  relations 

a==/?iY+#,     $  =  ni  +  k, 

et  substituant  ces  valeurs  de  a,  p  dans  (2),  l'équation  résultante 

(  niF'x  +nF'y  +F*  )i+gFm+hF'x  +to+C>+C"y  +2E=0  (12) 

sera  l'équation  générale  de  tous  les  plans  de  contact  qui  cor- 
respondraient aux  divers  points  de  la  droite  (10) ,  (11). 

Or  la  forme  de  l'équation  (12)  fait  voir  que  tous  les  plans 
qu'elle  représente  se  coupent  suivant  une  mémo  droite ,  car 
l'intersection  de  deux  quelconques  de  ces  plans  serait  celle 
des  deux  plans 

»F«+flFy  +  Fs=0  (U) 

gFx + hF'y  +Cx+  Cy +C"*+ôE=r  a  (14) 

dont  les  équations  sont  indépendantes  de  la  variable  y. 
On  sait  que  le  plan  conjugué  de  la  direction 
x  =  mz  ;    y=nz 


q«l  est  «elle  çlek  droite  doonée  (10),  (H )t<*t 

mF'*+/iF'y  +  Fr*  =  0 

équation  du  plan  (13),  donc  {a  droite  (|3)f  (14)  est  dans  ce 
plan,  et  il  en  résulte  ce  théorème. 

Si  F  on  circonscrit  à  une  sur facedu  deuxième  ordre  une  suite 
de  surfaces  coniques  dont  les  sommets  soient  situés  sur  une 
même  droite ,  les  plans  de  toutes  les  courbes  de  contact  se  cou- 
peront  suivant  une  autre  droite  qui  sera  située  dans  le  plan 
diamétral  conjugué  de  la  direction  de  la  première. 

La  droite  (13),  (14)  aété  appelée  par  M.Gergonne  la  polaire 
de  la  droite  (10),  (11).  À  une  droite  de  l'espace  correspond 
toujours  une  polaire  dont  on  trouverait  les  équations  en  sub- 
stituant dans  (13),  (14),  en  place  de  m,  nyg,  h,  les  constantes 
de  cette  droite. 

8.  Réciproquement,  supposons  que  le  point  «,  p,  y  se  meuve 
sur  la  droite  (13),  (1 4),  ce  qui  donnera  entre  a,  p,  y  les  relations 

mPa+nFp+Fy  =  0  gF*  +AF'p+Ca+Crp-hC''y  +2Ç=fc 

L'équation  générale  des  plans  des  diverses  courbes  de  em- 
t*ct  qpî  correspondraient  aux  divers  points  de  la  droite  (13), 
(14)  t  &9fa  l'équation  (2)  que  Ton  peut  mettre  sous  la  forme 

en  y  supposant  «,  {3,  ?  liées  eptre  ejles  pçr  les  deux  ?etatk>qs 
qui  précédent.  Or  ces  relations  sont  précisément  cellçs,  qui 
expriment  que  le  plan  (%)  consent  la  <AroUe 

x=mz+g  (10)  y=m+h  (11) 

donc,  de  même  que  tous  les  plans  de  contact  qui  corres- 
pondent aux  divers  points  de  la  droite  (10),  (11)  se  coupent 
suivant  la  droite  (13),  (14),  réciproquement  tous  les  plans  de 
contact  qui  correspondent  aux  divers  points  de  la  droite  (13), 
(14)  se  coupent  suivant  la  droite  (10),  (1 1),  ce  qui  justifie  la 
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dénomination  de  polaire*  conjuguées  donnée  par  M.  Gcr- 
gonne  à  ces  deux  droites. 
3.  La  polaire  conjuguée  de  la  droite 

x  =  m2+jf(i0)    y=nz+h  (11) 

a  pour  équation 

mF'H-*F'y+F,  =  0  (13);   gVx+hF'y+Cx  +C>  +  ff* 

+  2E  =  0(t4); 

l'équation  (13),  ne  contenant  que  les  coefficients  angulaires 
m,  n  de  la  droite  (10)  (11),  est  le  lieu  géométrique  des  posi- 
tions de  cette  droite  lorsque  m  et  n  restant  constants  oo  j 
fait  varier  g  et  h;  mais  alors  la  droite  (10),  (11)  se  meut  pa- 
rallèlement à  elle-même,  et  (13)  est  le  plan  diamétral  con- 
jugué de  la  direction  constante;  donc 
.  Les  polaires  d'un  système  de  droites  parallèles  sont  toute 
situées  dans  le  plan  diamétral  conjugué  de  leur  direction  com- 
mune, et  nous  pouvons  en  conclure  que  réciproquement  : 

Les  polaires  de  toutes  les  droites  situées  dans  un  plan  dia- 
métral sont  parallèles  à  la  direction  dont  ce  plan  serait  le  con- 
jugué. 

L'équation  (14)  ne  contient  que  les  constantes  g  et  h  de  h 
droite  (  1 0)  (  1 1  ) ,  donc  elle  est  le  lieu  de  position  de  cette  droite 
lorsque  g  et  h  restant  constants,  on  y  fait  varier  m  et  n. 
Mais  alors  la  droite  (10),  (11)  passe  par  le  point  fixe 
x  =g,  y  =  hz  ;  =0,  et  l'équation  (14)  est  le  plan  polaire  de 
ce  point;  ainsi 

Les  polaires  d'un  système  de  droites  qui  se  coupent  en  un 
même  point  sont  toutes  situées  dans  le  plan  polaire  de  ce  point  y 
réciproquement,  et  les  polaires  d'un  système  de  droites  qui  sont 
situées  dans  un  même  plan  passent  toutes  par  le  pôle  de  ce  plan. 

4.  Cherchons  la  position  de  la  polaire  conjuguée  (13),  (14; 
dans  le  plan  diamétral  (13).  Comme  cette  position  est  indé- 
pendante du  choix  des  axes,  nous  pouvons  les  supposer  tels 


que  celui  des  z  soit  parallèle  à  la  droite  donnée  (10),  (11),  ce 
qui  exige  que  Ton  ait  /»=(),  n  =  0,  cl  prendre  pour  plan 
des  xy ,  ce  plan  diamétral  conjugué  de  sa  direction ,  ce  qui 
réduit  l'équation  de  la  surface  à  la  forme 

Aj:ï  +  Ay+AV-|-B,,xr+C^  +  Cr+C"z+E=0. 

Les  équations  de  la  polaire  conjuguée  (13)  (14)  sont  dans 
ces  hypothèses 

z=0    gFx+KF'y+Cx+Cy+zE=0. 
La  trace  de  la  surface  sur  le  plan  des  xy  est  une  conique 

z  =  0,      À^  +  Ay+B^  +  C+xCy  +  E^. 
La  trace  de  la  droite  donnée  sur  le  même  plan  est  un  point 

•*=£■>  jr  =  h9    z  =  0 

Or  la  polaire  de  ce  point  par  rapport  à  la  conique  est  : 

z  =  0,    gF'x+hF'y  +  Cx  +  Gy+zE=0. 

Donc  elle  coïncide  avec  la  polaire  conjuguée  de  la  droite. 

Ainsi  :  La  polaire  conjuguée  d'une  droite  de  Ve$pace  est  la 
polaire  du  point  où  la  droite  rencontre  le  plan  diamétral  con- 
jugué à  sa  direction ,  la  polaire  étant  prise  par  rapport  à  la 
section  que  le  plan  diamétral  détermine  sur  la  surface. 

On  voit  par  là  que  la  polaire  d'une  droite  de  l'espace  se 
ramène  à  la  polaire  d'un  point  d'un  plan  par  rapport  à  une 
conique  située  daus  ce  plan. 

a; 

THÉORÈME  DE  iNLWTON  SUR  LES  ASYMPTOTES. 

PAR  M.  X.EBESGT7S. 

J'ajouterai  d'abord  un  mot  à  ce  que  M.  Terqucm  a  dit 
dans  les  Nouv.  aaa.,  t.  IV,  p.  14,  sur  les  diamètres  des 
courbes  algébriques. 

AHM.DEMlTHÉM.Vn.  25 


soit  Q^-,+Q,+i^l,-'-1+...  %=?Qt  réqmlion  d'une 

courbe  algébrique  de  degré  n  ; .  Qi ,  Q>+1 ...  Q.  sont  des  fonc- 
tions entières  de  x  dont  l'une  au  pioins  sera  d'un  degré 
marqué  par  l'indice,  le  degré  ne  pouvant  jamais  aurpfiier 
cet  indice.  La  ligne  des  ordonnées  moyennes  sera  donc  : 

(/i-OrQ.+Q.+i=0. 
Ce  sera  généralement  une  courbe  facile  à  construire,  car 
elle  est  du  premier  degré  y  et  au  plus  du  degré  î+1  en  x; 
mais  si  Ql+  !=(<«: -f£)Q„  on  a  : 

(n— i)y+ax+b=Q, 

ligne  droite  qui  prend  le  nom  de  diamètre. 

Si  î=0,  Q0  est  une  constante.  Qt=mx+ »,  la  ligne  des 
ordonnées  moyennes,  est  toujours  une  ligne  droite-,  c'est  ie 
diamètre  ordinaire.  Si  *>0,  le  diamètre  sera  dit  singêèter. 
Ces  sortes  de  diamètres,  dont  Wajriug a  parlé,  sont  toujours 
en  nombre  n  ou  inférieurs  à  n. 

On  voit  de  plus  qu'en  prenant  un  tel  diamètre  pour  axe 
des  x,  l'équation  prend  la  forme 

Qiy*-i+Qi+9y-~Ê+...  =0. 

Une  équation  étant  donnée ,  on  voit  de  suite  si  la  ligne 
des  ordonnées  moyennes,  ou  celle  des  abscisses  moyennes, 
peut  être  un  diamètre  ordinaire  ou  singulier.  Cherchons  si, 
en  prenant^r=^x  pour  axe  d'un  nouvel  axe  des  abscisses  j/, 
la  ligne  des  abscisses  ne  serait  pas  un  diamètre  ordinaire  oo 
singulier. 

Soitx-FQ+^^)+ar-'¥g)...=0  (a) 

l'équation  dune  courbe  rapportée  à  des  axes  faisant  l'angle  6. 
Si  Taxe  des  y  restant  le  même,  Taxe  a?  a  pour  équatiou 
y=px,  on  transformera  l'équation  en  posant  y=px-\-j\ 

x'=j:Kt-f//+^œsô:=P.r;Ct comme  ~=p-\~,  en  substi- 
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taant  çt  ordonnant  par  rapport  à  x ,  puis  remplaçant  x  par 
5  on  trouvera  : 

^Fp+Px^ïFp+fpH-....  =0  ;  (b) 

de  là  on  tire  un  diamètre  ordinaire  * 

nxFFp+Vfr'Fp+frysdù, 

ou  relativement  aux  axes  primitifs  •• 

yF'p+(nFp-pF'p)x+fP=0. 

Le  diamètre  ne  pourrait  être  singulier  qu'eu  faisant  dispa- 
raître le  terme  xm  ou  en  posant  : 

Fp=Apn+At  /•—+.. .  A„=0. 

Si        p  (ïH? (  AS+A>rn~'*+  -  +A***  )  * 

d'où  Ton  parvient  facilement  à  cette  conclusion,  il  y  a  an 
plus  n  diamètres  singuliers;  il  serait,  je  crois,  superflu  de 
la  développer. 

De  ce  que  Fp=0,  on  n'en  peut  conclure  l'existence  d'un 
diamètre  singulier  correspondant  à  la  droite  jr=pxi  quç  $j 
la  condition  de  divisibilité  donnée  plus  haut  est  satisfaite  ; 
seulement  dans  tous  les  cas  l'équatioq  [b)  montre  que  le$ 
droites  d'équation ?=px+y  parallèles,  mais  variables  avep 
y y  oe  peuvent  rencontrer  la  eoqrbc  en  plus  de  n—i  poiq|jg. 
Pc?  cette  raison  on  peut  regarder  ces  sécantes  comme  *»- 
gulière$,en  nommant  ordinaires  celles  pour  lesquelles  on  n'a 
p^sFp— 0,  auquel  cas  il  peuty  avoir  »  points  d'intersection. 

Parlai  les  sécantes  singulières  données  par  l'équation 
yzspx+y  sous  la  condition  Fp=0,  il  faut  remarquer  celle 
pour  laquelle  y  serait  déterminé  par  l'équation 

ÏFP+JP  =  0; 
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l'équation  (6)  montrerait  alors  que  les  lignes  droites  d'équa- 
tion 

ne  peuvent  rencontrer  la  courbe  en  plus  de  n — 2  points. 

Examinons  de  plus  près  ces  sécantes  singulières.  Quand 
l'équation  (b)  est  mise  sous  la  forme 

Q^'+Q,*'*-* +  ...+Qn=0,  M 

s'il  arrive  que  la  valeur  de  y  qui  donne  Qt=0  donne  aussi 
Q1=QJ...=Qn=:0,  l'équation  (d)  sera  décomposable ,  et  la 
droite  (c)  sera  au  nombre  des  lignes  représentées  par  l'équa- 
tion donnée.  Ce  cas  étant  laissé  de  côté,  si  on  donne  à  y 
non  plus  une  valeur  qui  rende  Q,=0,  mais  Qx  fort  petit, 
l'équation 

jtr~+%t*~+  ...  =  0 

aurait  nécessairement  des  racines  fort  grandes  approchant 
de  plus  en  plus  de  l'infini.  Deux  cas  peuvent  se  présenter 
(  il  serait  peu  utile  de  donner  ici  des  exemples ,  chose  déjà 
faite  dans  ce  recueil)  :  si  parmi  ces  racines  infinies  il  y  en  a 
de  réelles ,  la  ligne  (c)  sera  dite  asymptote  vraie;  mais  si  ces 
racines  infinies  étaient  imaginaires,  la  ligne  (c)  ne  serait 
plus  une  asymptote,  autrement  ce  serait  une  asymptote 
fausse.  Newton  a  donné  un  théorème  général  sur  les  courbes 
algébriques,  et  qui  s'étend  aux  asymptotes  tant  vraies  que 
fausses. 

En  voici  l'énoncé  :  si  une  courbe  du  n*  degré  ayant  n 
asymptotes  est  coupée  par  une  sécante,  savoir  les  asymptotes 
aux  points  atl  a^...an,  les  branches  correspondantes  de 
la  courbe  aux  points  bx ,  b%  ...  4n,  la  somme  des  segments 

afi%t  &*K anbn  sera  nulle,  c'est-à-dire  que  la  somme 

des  segments  positifs  étant  S,  celle  des  segments  négatifs 


sera — S.  Ainsi  pour  l'hyperbole  conique  on  a  deux  segments 
égaux  en  valeur  absolue. 

La  démonstration  s'établit  en  quelques  mots,  au  moyen 
d'un  théorème  de  M.  Liouville.Si  Ton  a  pris  l'axe  des  ^paral- 
lèle à  la  sécante,  les  asymptotes  seront  données  par  l'équation 

fP 

en  supposant 

Fp=Ap*-+A,p"->+...  +  An  =  0. 
^=B^'+B^~+...+B_. 

soient ptp%  ...pn  les  n  racines  inégales  et  réelles  de  l'équa- 
tion F/>=0  (  nous  laisserons  de  côté  pour  abréger  le  cas  des 
racines  égales,  quand  dans  ce  cas  il  y  a  néammoins  n 
asymptotes ,  ce  qui  exige  des  équations  de  condition  ) ,  on 

aura />,+/>,+  ...+/>"=-  £. 

Soient  Y,,  Ya ...  Yn  les  n  ordonnées  aux  asymptotes  pour  une 
abscisse  donnée  x ,  il  viendra  : 


oa  encore 


2,-Y=J:SIV-2I"^. 


Or  £,> = — r-'t  et  comme  on  l'a  vu  dans  ces  Annales,  t.  VI , 

A. 

p.  128,  ligne  12% 

*  F>*~A 

(  en  changeant  convenablement  la  notation  et  corrigeant  une 
faute  de  copie,  qui  vient  de  ce  que 

*.  +  *.+;•  •  •+  xn=  —J  —  «  J 

A'        „\ 
et  non  — »B  j . 


I 


On  a  donc    2Y  = -  -/    . 

A 

Or  if  pour  la  itoéme  abscisse  x,  les  ordonnées  à  la  cdforbe 
mm\ytt  y,  ...yn,  on  a^+j. ...  +jrn=iy  = !^:-, 

donc 

itnY=ity  où  *.w(Y-r)=0, 

ce  qui  est  précisément  le  théorème  de  Newton. 

£n  voici  une  conséquence  (tour  le  troisième  degré.  Si  deui 
segments  sont  suis ,  le  troisième  sera  aussi  nul ,  d'où  ce 
théorème. 

Quand  une  courbe  du  troisième  degré  rencontré  ses  trois 
asymptotes  en  trois  points,  ces  points  sont  en  ligne  droite.  S'il 
n'y  a  que  deux  points  d'intersection ,  ils  sont  sur  une  paral- 
lèle à  l'une  des  asymptotes.  Cela  suit  d'ailleurs  de  la  forme 
réduite  de  l'équation  des  courbes  du  troisième  degré-,  à  mis 
asymptotes. 


*      %      SUR  UN  POSTULATUiM  DE  GÉOMÉTRIE. 

PAR  X.  CATALAN 


Dans  le  cahier  de  mars,  je  vois  une  noté  de  M.  Breton 
(de  Champ),  intitulée  :  Réduction  d'un  postulatum  de 
AL  Catalan  au  postulatum  d'Euclide.  I/a'uteîfr  dé  celle 
note  m'a  fait  un  honneur  que  je  n'ai  pas  mérilé  :  le  postu- 
latum en  question ,  s'il  est  de  quelqu'un ,  n'est  pas  de  moi. 
Il  est  bien  vrai  que  dans  la  préface  de  mes  Éléments  de 
géométrie,  j'ai  cité  ce  postulatum  comme  j'en  aurais  pu  citer 
d'autres  ;  mais  je  n'ai  pas  songé  à  en  revendiquer  la  pro- 
priété. J'ignore  si  Ton  peut,  en  toute  rigueur,  réduire  ce 
postulatum  à  celui  d'Euclide,  et  je  regrette  que  M.  BrclOQ, 
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qui  a  publié  dans  voire  journal  et  ailleurs  des  travaux  ert- 
prêtais  d'an  remarquable  esprit  d'Invention,  ait  cru  utile 
d'essayé**  cette  réduction. 


SUR  LE  MEME  POSTULATUM; 

PAR  M.  A.  mmVLKASLD, 

Professeur  au  lycée  de  Tours. 


Je  viens  de  lire  une  démonstration  proposée  par  M»  BrttM 
(  de  Champ  )  pour  la  proposition  (A)  ;  .    ». 

«  Deux  droites  indéfinies  étant  situées  de  part  et  d'antre 
»  dans  un  même  plan ,  si  la  première  a  deux  points  situés  dt 
•  côté  et  d'autre  de  la  seconde,  elle  rencontre  celle-ci.  • 
(Annales  1848,  page  93.) 

Pour  le  fond ,  je  n'ai  rien  à  ajouter  à  la  note  ;  quant  à  la 
démonstration,  elle  me  semble  singulière. 

1°  M.  Breton  admet  que  la  médiane  du  triangle  isocèle 
est  perpendiculaire  sur  la  base  ;  comment  le  démontre-t-ijL 
sans  employer  la  proposition  (A)  ?  Cette  dernière  aura  paru 
dans  quelqu'une  der  propositions  antérieures. 

2°  M.  Breton  admet  implicitement  que  si  one  droite  en 
rillOMitte  une  autre  d'un  côté ,  elle  passe  de  l'autre  coté.  Eu 
qêM  te4t-ce  plus  clair  que  la  proposition  (A)? 

Quelques  autres  vérités  dont  se  sert  M.  Breton  toc  sent 
pas  pltt*  focontestabfes  que  la  proposition  à  démontrer. 

Pattorf  les  démonstrations  qui  m'ont  toujours  paru  inutiles, 
pcftatfttafc-mof  d'f n  efter  «ne. 

A  peu  près  tous  les  géomètres  cherchent  h  démontrer  que 
pal*  tin  point  (Ttme  droite  on  peut  élever  à  cette  droite  une 
petyeadtttriaire,  et  une  seule ,  autrement  uno  droite  et  une 
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seule  partageant  en  deux  parties  égales  l'angle  total.  Aucun 
ne  s'est  encore  avisé  de  démontrer  que  sur  une  ligne  limitée 
il  existait  un  point ,  et  un  seul ,  partageant  cette  ligne  en 
deux  parties  égales.  Pourquoi  une  démonstration  pour  Fane 
de  ces  vérités  plutôt  que  pour  l'autre  ? 

Note.  Ecoutons  Pascal  :  «Règles  pour  les  démonstrations: 
»  I.  N'entreprendre  de  démontrer  aucune  des  choses  qui 
»  sont  tellement  évidentes  d'elles-mêmes  qu'on  n'ait  rien  de 
»  plus  clair  pour  les  prouver.  »  (Pensées,  Impartie,  art.  111.) 

Beaucoup  de  géomètres  ont  une  tendance  à  s'exercer  sur 
les  notions  communes ,  car  c'est  là  le  vrai  nom  que  les  anciens 
donnaient  à  ce  qu'on  appelle  aoriomes.  Wolf  va  même  jusqu'à 
démontrer  que  le  tout  est  plus  grand  que  sa  partie,  et  à  cette 
occasion  d'Alembert  dit  que  lorsqu'on  a  lu  de  tels  raisonne- 
ments, il  ne  tient  plus  qu'au  lecteur  d'en  douter. 


BIBLIOGRAPHIE. 


Essai  de  géométrie  analytique  de  la  sphère,  par  M.  A.  Borgne  t, 
professeur  de  mathématiques  au  collège  royal  de  Tours 
(  12  juin  1847 ).  Tours ,  in-8°  de  39  pages. 

Les  trois  êtres  géométriques ,  le  point,  la  ligne ,  la  surface 
peuvent  être  représentés  de  position  et  de  forme,  au  moyen 
d'une  inûnité  de  conventions,  auxquelles  on  donne  le  nom  de 
systèmes  de  coordonnées.  L'esprit  mathématique  consiste  à 
choisir  le  système  qui  mène  le  plus  aisément ,  le  plus  promp- 
temenl  au  but,  et  procure  les  plus  nombreuses  conséquences. 
Le  système  le  plus  usité  est  celui  des  projections  d'un  point 
sur  trois  droites  fixes;  le  mouvement  d'un  point  dans  l'espace 
élant  connu  par  les  mouvements  de  ces  trois  projections,  ce 
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système  a  l'avantage  de  lier  la  cynémathiquc  à  la  géométrie 
et  de  n'en  faire  qu'une  seule  science  ;  c'est  sur  cette  identité 
que  Newton  a  établi ,  de  la  manière  la  plus  intuitive  et  la 
plus  satisfaisante,  le  calcul  infinitésimal,  par  la  méthode  des 
vitesses  autrement  des  fluxions.  Dans  le  système  projectif,  on 
opère  les  projections  par  des  droites ,  lignes  géodésiques  du 
plan;  chaque  surface  a  sa  ligne  géodésique  déterminée 
comme  la  droite,  généralement  parlant,  par  deux  conditions. 
Les  belles  découvertes  de  MM.  Gauss  et  Jacobi  sur  ces  lignes 
permettent  d'espérer  qu'on  pourra  étudier  chaque  surface  à 
l'aide  d'un  système  de  coordonnées  géodésiques ,  propres  à 
cette  surface.  Déjà  M.  Gudermann ,  professeur  à  Munster,  a 
réalisé  cette  idée,  il  y  a  dix-huit  à  dix-neuf  ans,  pour  la  sphère. 
Il  prend  pour  cures  deux  lignes  géodésiques,  méridien  et  équa- 
teur,  et  projetant  ensuite  orthogonalement  chaque  point  de 
la  sphère  sur  ces  axes  par  des  lignes  géodésiques ,  il  prend 
pour  coordonnées  les  tangentes  des  arcs  interceptés  sur  les 
axes,  depuis  l'origine.  Au  moyen  de  cette  convention,  une 
ligne  tracée  sur  la  sphère  est  de  même  degré  que  le  cône 
concentrique  ayant  cette  ligne  pour  base  ;  ainsi  un  grand 
cercle  est  du  premier  degré,  un  petit  cercle  du  second  degré, 
de  même  l'ellipse  sphérique,  etc.  Sans  connaître  ce  travail, 
M.  Borgnet  a  eu  la  môme  idée  et  l'a  exécutée  de  la  même 
manière.  Le  savant  auteur  a  donné  une  analyse  complète  de 
son  mémoire  (Y.  p.  147)  qui  vient  de  paraître,  antidaté 
pour  prendre  date.  Des  calculs  simples ,  des  formules  utiles 
et  élégantes,  rendent  cet  opuscule  précieux  à  l'enseignement 
et  même  à  la  science ,  ce  qui  n'est  pas  la  même  chose.  C'est 
de  la  bonne  analyse  ;  beaucoup  de  faits  intéressants  et  peu  de 
paroles  ;  le  contraire  de  ce  qu'on  trouve  ordinairement.  On 
Ht  &  la  page  2  :  «  Nous  ne  connaissons  pas  la  manière  de 
•  M.  Gudermann  ;  ce  qui  nous  porte  à  croire  que  notre  ana 
»  lysc  diffère  de  la  sienne,  c'est  sa  simplicité  même.  Il  nous 
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•  i&irthle  qu'une  analyse  si  simple  serait  plus  répandue,  ailes 
»  principes  en  avaient  déjà  été  exposés.  »  En  effet ,  cette  ana- 
lyse, comme  nous  avons  dit ,  est  très-simple;  toutefois  elle 
nediflfèto  eh  rien  de  celle  du  professeur  westphalien.  M.  Bor- 
gnet  est  étonné  de  ce  que  des  principes  si  simples  depuis  si 
longtemps  éhoncés  soient  encore  si  peu  répandus.  Il  est  peot- 
étré  permis  d'être  étonné  de  cet  étonnement.  Voyons.  Le  sys- 
tème des  coordonnées  linéaires,  de  M.  tMûcker,  si  simple,  il 
féebftttl ,  introduit  il  y  a  une  douzaine  d'années  cfc  préconisé 
na&ûète  par  M.  Finck,  est-il  praliné,  est-Il  connu?  La  mé- 
thode des  homogènes  depuis  longues  années  employée  en 
Allemagne,  en  Angleterre,  est-elle  connue?  Bich  plus  :les 
méthodes  projectiles ,  métamorphiques,  de  réciprocité  po- 
laire, produits  indigènes,  sont-elles  bien  répandues  ?  Dans 
notre  pays,  Il  n'y  a  que  les  théories  utiles  qui  se  propagent 
ptotttptement.  Utiles  sont  seulement  celles  qui  servent  ani 
examens,  aux  leçons,  en  d'atitrrs  termes,  les  théories  qui  se 
payent.  Il  ne  faut  pas  s'en  plaindre  ;  c'est  bien  là  le  devoir,  lé 
travail  du  professeur  que  j'ai  accompli  longtemps  le  moins 
mal  qu'il  m'a  été  possible;  mais,  comme  tout  autre  travail,  il 
doit  tendre  sans  cesse  à  se  perfectionner  ;  donner  plus  de  pro- 
duits, de  meilleure  qualité,  avec  moins  de  peine.  Voulez-vous 
porter  renseignement  au  niveau  actuel  de  la  science?  11  n'y 
a  qu'tin  moyen,  et  il  est  infaillible.  Chargez  vos  programmes 
d'examens,  surtout  celui  de  l'école  polytechnique,  le  plus 
insuffisant,  le  pins  arriéré,  de  tous,  vous  opérerez  une  révo- 
lution salutaire,  sans  craindre  que  l'avenir  ne  démente  celte 
épithète.  11  est  toutefois  vrai  que  ce  genre  de  révolution  ne 
saurait  exciter  lV-nthousia?iuc  d:s  ignorants,  partout  ici-bas 
eh  majorité,  ni  -nérne  parmi  les  savants;  aucune  ambition, 
aqcune  convoitée  d'honneurs  ,  fie  réputation ,  d'argent ,  ces 
locomotive?  du  monde  offi-icl,  ne  sont  mises  ici  en  j#,u, 
Donc,  riw mtcfrtu. 
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Voici  ce  que  m'écrit  un  des  plus  savants  professeurs  de  l'U- 
niversité et  que  je  n'ai  pas  le  droit  de  nommer  :  «  Il  est  de  fait 
»  que  nôui  rie  traduisons  guère  et  que  nous  sommes  arriérés 
»  même  en  mathématiques  pures.  Un  second  Tait  est  qu'il  ne 
»  suffit  pas  de  traduire,  il  faut  encore  publier,  et  s'il  est  pos- 
»  sible  résumer  ;  or,  dans  notre  malheureux  temps  où  l'intérêt 
»  personnel  et  pécuniaire  est  trop  souvent  l'unique  mobile, 
»  qui  fera  publier  ces  traductions?  Gela  ne  devrait-il  pas  re- 
»  gai-tte*  le  ministère  (te  libstiHétiôn  publique  ?  Cela  posé,  je 
»  me  dis  .*  Au  lieu  d'attendre ,  pour  donner  à  ceux  des  pro- 
»  fesseùrsqui  travaillent,  une  pension  de  retraite sufesanté, 
»  qu'ils  aient  usé  leurs  forces  par  trente  années  de  profes- 
»  sorat,  ne  vaudrait-il  -pas  mieux  la  leur  donner  quinze  ans 
»  plutôt,  en  mettant  pour  condition  obligatoire  que  chaque 
»  professeur  prendrait  connaissance  de  ce  qui  parait  à  t'é- 
»  iranger  sur  l'objet  spécial  de  ses  études  et  en  publierait 
»  un  résumé  méthodique,  aux  frais  du  ministère  de  l'inslruc- 
»  tion  publique?  »  Ce  sont  là  des  pia  àesideria  qui  se  réalise- 
ront, Selon  Mercier,  l'an  2440;  faut-il  s'en  affliger?  Rappe- 
lons une  excellente  observation  de  Bradley  ;  pour  n'être  pas 
asfroriomiqùè,  elle  n'en  est  pas  moins  d'une  gtënde  justesse. 
La  reine  Anne ,  visitant  l'Obaeratollne ,  B'enqUit  tuprtl  de 
l'illustre  directeur  de  ses  appointements  et  les  trouva  modi- 
ques :  «  Que  Votre  Majesté  se  garde  bien  de  les  augmenter, 
reprit  Bradley  ;  si  jamais  la  place  est  bien  rétribuée,  il  est  à 
craindre  qu'on  ne  la  donne  plus  à  un  astronome.  »  Si  l'on 
admet  des  retraites  exceptionnelles,  il  est  à  craindre  qu'on  les 
accorde  non  à  des  Lcgendre ,  à  des  Lacroix ,  blanchis  dans 
l'étude,  mais  à  d'aimables  professeurs  de  salon,  vieillis  dans 
la  courtisanerie.  Certes,  si  les  règlements  libéraux  sont 
rares ,  leur  juste  application  est  quelque  chose  de  plus  rare 
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SUR  LES  NORMALES  AUX  CONIQUES. 

VAE  S.  CATAX^N. 


(  Rectification.  ) 

Une  grave  erreur  de  calcul  s'est  glissée  dans  l'article  Sur 
les  normales  aux  coniques,  inséré  dans  le  dernier  numéro 
des  Annales  (p.  337).  La  On  de  cet  article  doit  être  modifiée 
ainsi  qu'il  suit  : 

9.  Si  l'équation  (12)  a  ses  trois  racines  réelles,  l'équa- 
tion (10)  représentera  trois  couples  de  droites.  Nous  allons 
voir  que ,  dans  la  même  circonstance ,  il  y  aura  quatre  nor- 
males passant  par  le  point  donné  ;  et ,  conséquemment ,  que 
les  trois  couples  de  droites  formeront  un  quadrilatère  com- 
plet avec  ses  deux  diagonales  ;  etc. 

10.  La  condition  de  réalité  des  trois  racines  de  l'équation 
(12)  est  : 

{ay+  by—  cï)3+  27a9£VpY<  0.  (13) 

Pour  simpliGer  cette  inégalité ,  posons  : 

c  c 

p  et  q  peuvent  être  supposées  positives;  donc  r et  s  le  seront 
pareillement. 
L'inégalité  (13)  devient  d'abord 

(H  +  53—  l)3  +  27rV><0; 
d'où 

/J+**_  1  -f  3rs<0. 


{*)  J'emprunte  cette  transformation  à  un  (rés-inlëressant  travail  de  M.  Gerono, 
inséré  dans  le  second  volume  de  ce  recueil. 


On  reconnaît  facilement  que  le  premier  membre  est  divisible 
par  r-\-s — 1 ,  et  que  le  quotient  peut  se  mettre  sous  la  forme 

(r-s)'  +  (r+l)(s+i). 

Ce  quotient  est  donc  positif  ;  et  l'inégalité  précédente  se  ré- 
duit à  r+5 — 1<0,  ou 

(apf+(bqf«*. 

Celle-ci  exprime  que  le  point  (p,q)  est  intérieur  à  la  déve- 
loppée de  l'ellipse ,  et ,  conséquemment ,  qu'il  y  anra  quatre 
normales  passant  par  ce  point  :  la  condition  (13)  exprime 
donc  la  môme  chose. 

11.  Remarquons  en  terminant  que  ce  qui  précède  donne 
le  moyen  de  ramener  la  résolution  de  l'équation  du  quatrième 
degré  à  celle  d'une  équation  du  troisième. 

THÉORÈMES  DE  M.  STREBOR 

Sur  un  triangle  formé  par  trois  arcs  d'hyperboles  équilatêres 
concentriques  ou  par  des  paraboles  con focales, 

I.  Lemme.  Deux  hyperboles  concentriques  se  coupent 
orthogonalement  lorsque  les  axes  principaux  de  Tune  sont 
les  asymptotes  de  l'autre,  et  vice  versa. 

IL  Lemme.  Deux  hyperboles  équilatêres  concentriques 
étant  donnés  par  les  deux  équations 

S+Bta:y—a:*+Ft=ii     S  +  B.xy— **  +  F,=  0 

(les  axes  étant  nécessairement  rectangulaires),  si  Ton  a  B.B.+4 
=0,  les  hyperboles  se  coupent  orthogonalement,  et  vice  versa. 
Observation.  Si  BI  =  0,  alors  Ba  =  oo  ;  la  première  hyper- 
bole étant  alors  rapportée  à  ses  axes  principaux ,  la  seconde 
doit  avoir  ces  axes  pour  asymptotes  et  prendre  la  forme  Boy 
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B  F 
+F=f  0;  co  qu'où  obtient  en  remplaçant  ft  et  F,  par  — V 

el  Taisant  ensuite  q  =0. 

III.  Théorème.  Étant  donné  un  triangle  plan  formé  par 
trois  arcs  d'hyperboles  équilatéres  concentriques,  si  par 
chaque  sommet  on  fail  passer  une  hyperbole  équila  1ère  con- 
centrique aux  hyperboles  données,  et  respectivement  per- 
pendiculaire au  côté  opposé,  les  trois  hyperboles  qu'on 
obtient  ainsi  vont  concourir  an  même  point  (Strebpr). 

Démonstration.  Soient 

S  +  B&—  xa  +  Ff  =  0;     ir'4-B^~*>4-F,ii»0; 
y+B3xr-^+F3=Oi 

les  équations  des  trois  hyperboles  concentriques  données; 
Fhyperbole  équila tére,  passant  par  l'intersection  des  deux 
premières  et  aussi  concentrique ,  a  une  équation  de  cette 
forme  : 

p  étant  un  multiplicateur  quelconque.  Pour  que  cette 
courbe  coupe  orthogonalement  la  troisième  hyperbole,  l'on 

doit  avoir  (Lemme  (1)  P  '7"  a.B3+4  =  0.  Éliminant  p,  l'é- 
quation (1)  prend  la  forme 

B,(Bf-B,)y-4(B,  -BJ^r~(B3B-B1)^+F,(BiBî 
+  4)-Fi(HiB1+*)  =  0. 
Les  deux  autres  hyperboles  ont  pour  équations  : 

B.fB.-BJ.r'-itB.-BJ  ay-B.fB, -!!,)*>+ F, 
(BaB1+4)-Fa(B3BI  +  4)=0 

Ka(B3-Bl)4ra-4(B3-BI)^-B,(B,-Bj^  +  F. 
(B,B,+  4)  —  F^BA  +  i)  =  0. 

Or,  une  quelconque  de  ces  équations  est  la  différence  des 
deux  autres,  donc  les  trois  hyperboles  passent  par  les  deui 
mêmes  points.  G.  Q.  F.  li. 
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Observation.  Lorsque  deux  courbes  concentrique  se 
coupent ,  les  points  d'intersection  sont  toujours  en  nombre 
pair,  et  symétriquement  placés  par  rapport  au  centre. 

IV.  La  méthode  projective  orthogonale  fournit  le  théo- 
rème général  suivant  :  étant  donné  un  triangle  plan  formé  par 
trois  arcs  d'hyperboles  concentriques,  et  dont  les  asymptotes 
sont  conjuguées  respectivement  par  rapport  à  une  ellipse 
quelconque  tracée  dans  le  même  plan ,  si  par  chaque  sommet 
Ton  mène  une  hyperbole  concentrique  aux  précédentes,  et 
telle  qu'elle  coupe  le  côté  opposé  en  un  point  où  les  deux 
tangentes  soient  conjuguées  par  rapporta  cette  même  ellipse» 
les  trois  hyperboles  passent  par  les  deux  mêmes  points. 

Y.  La  méthode  des  polaires  réciproques  mène  à  d'autres 
théorèmes. 

Lemme.  I.  La  polaire  réciproque  d'une  hyperbole  équila- 
tère  relativement  à  un  cercle  concentrique  pris  pour  ligne 
directrice,  est  une  hyperbole  équilatère  concentrique  sem- 
blablement  placée. 

Lemme.  II.  Deux  hyperboles  équilatères  concentriques 
ont  en  commun  des  tangentes  parallèles. 

Lemme.  III.  Les  polaires  réciproques  de  deux  hyperboles 
équilatères  concentriques  et  orthogonales  relativement  au 
même  cercle  concentrique,  sont  deux  hyperboles  équilatères 
concentriques  se  coupant  aussi  à  angle  droit. 

Théorème.  Élant  données  trois  hyperboles  équilatères 
conéentriques,  si  Ton  mène  une  des  tangentes  communes 
respectivement  à  la  première  et  à  la  deuxième ,  à  la  deuxième 
et  à  la  troisième ,  à  la  troisième  et  à  la  première  ;  si  l'on  mène 
une  hyperbole  équilatérale  concentrique  touchant  la  première 
tangente  et  perpendiculaire  à  la  troisième  hyperbole ,  et  de 
même  pour  les  deux  autres  tangentes ,  les  trois  hyperboles 
auront  une  tangente  en  commun. 
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VI.  Les  hyperboles  équilatères  données  par  les  équations 

se  coupent  sous  un  angle  dont  la  tangente  est  égale  à       '        ; 

BtBa-\-k 

donc  les  polaires  réciproques  par  rapport  à  un  cercle  direc- 
teur concentrique  se  coupent  sous  le  même  angle. 

VII.  Un  théorème  analogue -au  premier  a  lieu  pour  les 
arcs  d'hyperboles  équilatères  bissectrices  des  angles  dû 
triangle  donné.  (Slrebor.) 

VIII.  Deux  théorèmes  semblables  aux  précédents  existent 
encore  en  considérant  au  lieu  d'hyperboles  équilatères  con- 
centriques des  paraboles  confocales.  (Strebor.) 

Observation.  VII  et  VIII  restent  à  démontrer. 

ANNONCES. 

Messianisme  ou  Réforme  absolue  du  savoir  humain ,  nommé- 
ment réforme  des  mathématiques  comme  prototype  de 
l'accomplisement  final  des  sciences,  et  réforme  de  la  phi- 
losophie comme  base  de  l'accomplissement  final  de  la  reli- 
gion ;  par  Hoënè  Wronski.  —  Complément  historique  et 
didactique,  i-cccxxvii  ;  Réforme  du  savoir  humain,  1  56. 
Prix:  60  fr.  Paris,  FirminDidot,  15  août  1847,  1  à 4, 
1-392. 
C'est  le  premier  volume  d'un  ouvrage  qui  doit  avoir  trois 

volumes.  On  voit ,  rien  que  d  après  le  titre ,  que  l'auteur  n'a 

pas  dépouillé  le  vieil  homme.  Toujours  de  la  fumée  mystique! 

Cours  complet  d'algèbre  élémentaire  jusqu'à  la  théorie  du 
plus  grand  co.i.mun  diviseur,  exclusivement,  à  l'usage  des 
élèves  qui  se  préparent  aux  écoles  du  gouvernement, 
par  M.  Guilinin,  ancien  élève  de  l'Ecole  normale,  pro- 
fesseur à  Paris  ;  chez  Carilian-Gœury  et  Victor  Dalmont, 
libraires,  quai  des  Augu^tins,  55. 
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NOTE 


Sur  le  postulatum  de  géométrie  dont  il  est  question  p.  93, 
390  et  391. 


PAU  M.  BRXTOK  (  DE  CHAMP  ) , 

Ingénieur  des  ponts  et  chaussées. 


Les  observations  auxquelles  ce  postulatum  a  donné  lieu 
me  font  croire  que  ira  pensée  n'a  pas  été  bien  comprise.  Je 
ne  me  suis  point  proposé  d'établir  démonstrativement  des 
choses  évidentes  par  elles-mêmes,  ce  que  tout  esprit  sensé 
trouve  justement  inutile,  mais  de  Taire  voir  que  dans  beau- 
coup de  ces  propositions  qui  sont  des  quasi-axiomes,  et  peut- 
être  dans  toutes,  il  n'y  a ,  au  fond  ,  qu'une  seule  et  même 
difficulté  ;  ce  qui  est  bien  différent.  Il  me  semble  que  cela  n'est 
pas  indigne  de  l'attention  des  géomètres. 

Quant  aux  objections  que  M.  Bernard,  professeur  au 
lycée  de  Tours,  élève  confre  ma  démonstration,  je  suis  per- 
suadé qu'il  en  fera  lui-même  justice,  s'il  veut  prendre  la 
peine  de  lire  la  proposition  XII  du  1er  livre  delà  Géométrie 
de  Legcndre.  Ou  y  démontre,  sans  le  secours  du  postulatum 
en  question ,  lequel  n'apparaît  d'ailleurs  dans  aucune  des 
propositions  précédentes,  que  la  droite  menée  du  sommet 
du  triangle  isocèle  au  milieu  de  la  base  est  perpendiculaire 
à  •  Pour  savoir  si  l'on  peut  démontrer  qu'une  droite 

qui  en  rencontre  une  autre  d'un  côté,  passe,  étant  prolongée, 
de  l'autre  côté,  M.  Bernard  n'a  qu'il  recourir  aux  quatre  pre- 
mier^ propositions  du  même  livre. 

Après  ces  explications ,  j 'ose  espérer  qu'on  voudra  bien  re- 
garder ce  petit  débat  comme  terminé. 

AXX.  DK  Mvruttf.  Vil.  26  4 
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Note.  11  est  à  regretter  qu'on  ne  mette  fpas  en  tète  de* 4 
Éléments,  la  distinction  que  fait  Leibnitz  entre  les  idées  cer- 
taines et  claires  et  les  idées  certaines  et  non  claires  (*).  Il  est 
même  à  remarquer  que  ce  dernier  genre  d'idées  présente  le 
plus  grand  degré  de  certitude;  elles  tiennent  à  la  nature  in- 
time de  l'esprit  humain.  Telles  sont,  en  philosophie,  les  idées 
de  l'existence,  du  moi ,  et  l'idée  même  de  la  certitude  ;  telles 
sont,  en  mathématiques,  les  contacts  de  divers  ordres,  les 
rapports  unis  entre  quantités  naissantes,  idées  certaines  et 
qu'il  est  impossible  de  rendre  claires;  de  même  l'idée  de  la 
direction  et  de  l'identité  de  direction  qui  constitue  le  paral- 
lélisme. 11  faut  bien  qu'on  arrive  enfin  à  des  idées  non  expli- 
cables et  à  des  mots  non  définissables;  là ,  il  faut  savoir  s'ar- 
rêter. L'avantage  des  mathématiques  est  de  tirer  avec  une 
extrême  clarté,  des  conséquences  immenses  d'un  petit  nombre 
de  notions  obscures  mais  certaines. 


SUR  LA  DÉTERMINATION  ANALYTIQUE 
des  foyers  dans  les  coniques. 

PAR  M.  A.  J.  H.  V. 


Le  calcul  des  .coordonnées  des  foyers  de  l'ellipse  et  de 
l'hyperbole ,  donné  par  mou  ingénieux  et  laborieux  élève 
M.  Paul  Scrret,  à  la  page  302  du  présent  volume,  peut  être 
présenté  beaucoup  plus  simplement  qu'il  ne  le  fait,  tout  en 
s'appuyant  sur  le  même  principe.  C'est  ce  que  Ton  peut  voir 
dans  les  Mémoires  de  la  Société  de  Lille  pour  1830,  où  j'ai 
établi  ce  calcul  à  peu  près  comme  il  suit. 

(*)  Wolf ,  gconuHre  philosophe,  a  mit  cette  distinction* 
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En  faisant  d'abord 

R*=B'-f(A  — C)>, 
K=A  +  C+R,    K'=A+C— R, 
on  a  pour  les  carrés  des  valeurs  des  demi-axes  et  de  la 
demi-excentricité  : 

a'=2KG,  6a  =  2K'G,  C=4GR, 
formates  dans  lesquelles  3$ 

G-—I— 

Ensuite,  T  et  U  représentant  les  coordonnées  des  sommets,        ^ 
on  a  encore,  en  faisant  H  =  A  — C-fR,  H'=A— C— R: 

T-_KHG  KH'G 

r""Tf    w    — R"* 
Enfin ,  t  et  u  représentant  les  coordonnées  des  foyers,  U 
suffit,  soit  de  poser  la  proportion  indiquée  par  M.  Serret , 
comme  je  l'ai  fait  dans  l'endroit  cité,  soit,  pins  simplement, 
comme  je  l'ai  fait  depuis,  d'établir  la  proportion 

t*:u*:c*::T:V%:A.% 
n  qui  donne  t 

*a=2HG,    i/a=—  2H'G. 

A  la  vérité,  les  axes  coordonnés  sont  ici  supposés  rectangu- 
laires; mais  la  méthode  est  la  même  pour  des  axes  quelcon- 
ques ;  seulement  les  résultats  sont  un  peu  plus  compliqués. 

P.  S.  —  J'avais  déjà  eu  l'occasion  de  rappeler,  dans  le 
Géomètre  de  M.  Guillard ,  p.  141 ,  le  théorème  sur  lequel 
s'appuie  M.  Serret ,  ainsi  que  l'usage  auquel  il  l'applique. 
En  même  temps,  j'en  ai  déduit  ce  corollaire  : 

Les  amples  de  cardes  menées  par  un  foyer  parallèlement  é  un 
système  de  diamètres  conjugués,  forment  une  somme  constante 
ions  V  ellipse  et  une  différence  constante  dans  C  hyperbole. 

Cette  somme  ou  cette  différence  est  celle  de  l'axe  focal  et 
du  paramètre  de  la  courbe. 
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SUR  L'ÉQUATION 

qui  donne  les  axes  principaux  des  surfaces  à  centre 
du  second  degré. 

9AWL  M.  UBSSOVS. 


(1)  Le  calcul  de  cette  équation  est  presque  aussi  simple 
en  partant  de  coordonnées  obliques  qu'en  parlant  de  coor- 
données rectangulaires  ;  on  doit  même  dire  qu'il  est  pins 
simple  en  ce  sens  que  l'équation  générale  conduit  immédia- 
tement à  des  théorèmes  que  ne  donnerait  pas  l'équation  par- 
ticulière. 

Soit  la  surface  h  centre 

Àx'-f  B^-f  Ca*+  2ayz  +  2bxz+2cxy = 1 .  (*) 

Si  Ton  rend  maximum  ou  minimum 

r>=z  x*+y+sa-f  2^zcos«-}-2xzcosp-f  2xycosji      (*) 

sous  la  condition  (a)  on  aura  les  équations 

jr-hrcosf  -i-scosS ^-hscns>4-^cos7  __  z+xcnsp+yco*-* 

Ax+cy+bz  By+az+cx  Cz+bx+ay     ' 

que  Ton  obtient  encore  en  exprimant  que  le  plan  langent 

X     Y      Z 

en  (x,  y,  z)  est  perpendiculaire  sur  la  droite  —=-  =  -. 

x     y      z 

Le  système  des  équations  (b),  (c)  fait  trouver  les  axes 
principaux. 

(2)  Si  Ton  voulait  éviter  l'emploi  du  calcul  différentiel , 
voici  l'ordre  de  propositions  qu'on  pourrait  adopter. 

1°  Valeur  de  la  distance  des  points  (0,  0,  0),  (x,  r,  z)  pour 
un  système  de  coordonnées  obliques,  on  a  .* 

r'= x'-f  y'-\-  z'-f  2^sC0Sx  +  2z.rcosp  -f  2^xc0S7. 
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2#  Valeur  des  cosinus  de  1  angle  de  deux  droites  ; 
3*  Valeur  des  cosinus  des  angles  qu'une  droite  fait  avec 
les  trois  axes  ; 

4°  Équation  d'un  plan  perpendiculaire  à  une  droite  qui 
fait  avec  les  axes  des  angles  X ,  p,  v9  et  à  une  distance  r  de 
l'origine  c'est  encore  : 

xcosX+^cosP  +  *cosv  =  r. 
5°  Condition  de  perpendiculaire  du  plan 

À(X-  *)  +  B(Y— y)  +  C(Z-z)  =  0, 

X     Y     Z 

et  de  la  droite  -=-=-,  c'est  précisément  : 

x    y     z7 

«r+^COS7  +  SCOS? .r+2COS«  +  XCOS7 z+jrcosp+^oosar 

À  5  "~  C  • 

Si  Ton  suppose  que  le  plan  soit  tangent  à  la  surface  d'é- 
quation [a)  on  a  les  équations  (c).  J'ajouterais  à  ce  qui  pré- 
cède que  le  volume  du  parallclipipèdc  H  =  xyz  devient 
pour  les  coordonnées  obliques  : 

H  =  xyz  V/(  1 — cos'a  —  cos'P  —  cos'y  +  *  eus  a  eus  p  co*  y  ). 
(3)  Ceci  posé,  pour  résoudre  les  équations  (b)  (c),  multi- 

X       Y  % 

plions  les  trois  fractions  (c)  respectivement  par  - ,  -  et  -; 

x    y        z 

puis  ajoutant  terme  à  terme,  suivant  le  procédé  de  M.  Caui  hy, 
nous  aurons  r'  pour  valeur  commune  des  trois  fractions;  de 
là  les  équations 

x(l  —  AO-f,r(cos7— <?0+z(cosp  —  &ra)=0j 

jr(co?7— cr*)+y[\  —  Br*) +*(cosa  — ar*)=0-f 

x(cosp—  AO  +^(cosa  —  ar>)  +  z(l  —  cr')  =  0. 

x     P    v      O 
L'élimination  des  rapports  -=„,  -*  s    donnera  une 

z      H     z      i\ 

équation  de  la  forme 

Rr«_Lr4  +  Mra-N  =  0;  (rf) 

car  P,  Q,  R  sont  des  fonctions  de  r\ 
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Ayant  trouvé  les  trois  valeurs  de  r%  l'équation 

i*=x%-\-y-\-  z9-f  2yscos  a -f- 2.rzcosp +2X7COS7 

devient,  à  cause  de  ar:=—,  y=^zs 
^=  — a  (F+Qî+R*+2QRcosa+2PRcosp+2PQeoay)=-5rr . 

MX  K 


On  aura  donc 


ce  qui  complète  la  solution. 
Calcul  fait,  les  valeurs  de  K,  L,  M,  N  sont  1 

K=ABC+2ah>— Aa9—  Bb9—  Ce\ 
L=AB-fBC+CA— <?—  V—  a* 

+2(6c— aA)cosa+2(ac— )  0-|-2(aé— cC)c067, 

M  =  Asin'a+Bsin'p+Csin*? 

—a  (C0Sa--C0SpC0S7)— ^(C08p-—COSaCOS7)— c(C0S7 — COteCÛt?), 
N  =  1 — COS*a—  COS'P — C0S*7 + 2COSaCOS^COS7. 

(4)  Si  Ton  pose  cosa=cosp  =  cosy=0,  d'où 
sin'a= sitfp =sin'y =1 

et  qu'on  change  r  en  - ,  on  aura  l'équation  ordinaire. 

s 

Si,,  l'on  pose  a=  b=c=0,  ce  qui  suppose  que  l'équation 
Aj:t+?Xa+C^=1  représente  la  surface  rapportée  à  un 
système  de  diamètres  conjugués,  l'équation  devient,  en 
divisant  par  ABC  : 

"-  (  x+s+e)  *+  (  à^+se^+âH r 

— --^^(1— COS'a  — COS'P  — COS*Y  +  2COSaCOSPcOS7)  =  0, 

qui  donne  de  suite  trois  théorèmes  relatifs  au  parallélipipède 
des  diamètres  conjugués. 

Sans  entrer  dans  plus  de  détails,  il  est  aisé  de  reconnaître 
qu'il  y  a  réelhmeut  simpliGcation. 
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L'équation  générale  (<*)  a  été  trouvée  dune  autre  manière 
par  M.  Jacobi  (J.  de  Grelle,  t.  II ,  pa.  227)  ;  elle  aura  proba- 
blement déjà  été  exposée  comme  il  a  été  fait  plus  haut ,  car 
c'est  l'imitation  d'une  solution  bien  connue.  L'objet  de  cette 
note  ne  peat  donc  être  que  de  recommander  l'application 
des  méthodes  générales,  ce  qui  est  ordinairement  le  meilleur 
moyen  de  simplification. 


THÉORÈME  DE  MINIMUM 

dans  le  triangle  plan. 

9ÉJBL  M.  POUDRA, 

Chef  d'escadron  d'état-major. 


m  1.  Théorème.  Si  par  chaque  angle  d'an  triangle,  on  mène 
une  droite  qui  coupe  le  côté  opposé  en  deux  segments  pro- 
portionnels aux  carrés  des  côtés  adjacents,  les  trois  droites 
se  coupent  en  un  point  tel  que  la  somme  des  carrés  des  dis- 
tances de  ce  point  aux  côtés  du  triangle  est  un  minimum , 
relativement  à  la  même  somme  pour  d'autres  points  de 
l'espace. 

Démonstration.  Il  suffît  évidemment  de  considérer  les 
points  situés  dans  !c  plan  du  triangle  (*). 

Soit  ABC  le  triangle  et  0  le  point  qui  remplit  la  condition 
du  minimum ,  et  soient  OA',  OB',  OC  les  perpendiculaires 
abaissées  de  O  sur  les  côtés  BC,  AC,  AB;  menons  les  droites 
A'fi',  BC,  C'A',  OA',  OB',  OG';  si  Ion  cherche  un  point  tel 
que  la  somme  des  carrés  de  ses  distances  aux  angles  du 
triangle  A'B'C  soit  uu  minimum ,  il  est  évident  que  le  point 

nOaeitiriédo  taire  la  figure. 
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O  remplit  encore  cette  condition-là.  Donc,  d'après  do  théo- 
rème connu ,  O  est  le*  centre  de  gravité  du  triangle  À'ffC; 
donc  les  trois  triangles  OA'B',Oa'1/,OB'C'  sont  équivalents, 
el  l'on  a  successivement  : 

OB'.OA'.sinC  =  OA'.OC.sinB;  ^=5ÎÎ1?=4S- 

OU     suiC     AB 

Dans  le  triangle  rectangle,  le  point  cherché  est  au  milieo 
delà  hauteur. 

Prolongeons  la  droite  jusqu'à  ce  qu'elle  se  rencontre  avec 
BC  en  M  el  abaissons  de  M  la  perpendiculaire  MB"  sur  AC  et 
MC"  sur  AB,  l'on  a  : 

MB»     OB'      AC      MCsinC     MC.AB 
MC  ""OC1  ■~ÂB~~"MB.sinB~MB.AC? 

MC     AC        „    ^    „    _ 

*"  mb=ÂF     CQFD- 

II.  Note.  Solution  générale  analytique. 

Soit  un  système  quelconque  de  n  droites  situées  dans  le 
même  plan  ;  prenons  des  axes  rectangulaires. 

Soit  dpy-\-epx-±fp=0  l'équation  d'une  quelconque  de 
ces  n  droites;  donnant  à  l'indice/?  successivement  les  valeurs 

1.  2.  3 t,  on  aura  les  équations  des  n  droites,  et  soit 

encore  ov  l'angle  qui  forme  la  droite  d'indice  p  avec  l'axe 
des  x  :  Y,  X  étant  les  coordonnées  d'un  point  quelconque 
du  plan ,  sa  distance  à  la  droite  d'indice/?  est  : 

Ycos  <*p — Xsin  <xp  -\-Jp  '  %mp. 
dp 

Si  on  élève  cette  expression  à  la  puissance  m  et  qu'on 

donne  kp  toutes  les  valeurs  1,2 /it  on  aura  les  sommes 

des  puissances  d'ordre  m  de  toutes  les  distances  du  point 
(X,  \)  au  système  de  droites.  Si  celte  somme  est  une  quan- 
tité constante,  le  lieu  du  p  >inl  m  est  une  ligne  d'ordre  m, 
qui  ne  peut  admettre  des  asymptotes  recliligues  que  lorsque 
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m  est  impair.  Si  l'on  veut  que  cette  somme  soit  un  minimum, 
il  faut  égaler  à  zéro  la  dérivée  par  rapport  à  Y  et  la  dérivée  f 
par  rapport  à  X,  et  les  points  cherchés  sont  donnés  par  l'in- 
tersection de  deux  lignes  d'ordre  m —  1  ;  il  y  a  donc  géné- 
ralement (m— 1)*  points  qui  répondent  à  la  question.  Il  est 
d'ailleurs  évident  que  pour  qu'il  y  ait  un  minimum  fini,  il 
font  que  m  soit  pair.  Faisons  #w  =  2  ;  alors  pour  une  con- 
stante donnée  le  lieu  est  une  ellipse,  car  le  B1— -4AC  y  est 
une  somme  do  carrés  négatifs.  Les  coordonnées  du  centre 
sont  indépendantes  de  la  constante  ;  donc  ce  centre  est  fixe 
et  il  est  le  point  qui  répond  au  minimum  ;  car,  en  ce  cas, 
l'ellipse  se  réduit  à  un  point. 

Soit  Ay+Bxy+Cx*+Djr+Ex+F=0 ,  l'équation 
de  l'ellipse;  où  A  =  i,nCQ&**p\  B  =  — 2i,nsinapCosa^; 
C  =  2*sin1ap. 

D=x,*^cos'ap;    E  =  —itn^smapcosap  et  F  est  la 
dp  dp 

constante  prise  négativement.  Lorsque  l'ellipse  se  réduit  à 
son  centre  l'on  a  AE'— BDC+CD*+F(Ba— 4AC)=0  ;  ce  qui 
donne  la  valeur  F  de  la  constante  dans  le  cas  du  minimum. 

III.  Les  mêmes  rayonnements  ont  lieu  pour  un  système 
de  plans  ;  car  la  distance  d'un  point  à  un  plan  est  aussi  une 
fonction  linéaire  des  coordonnées  de  ce  point. 

IV.  Dans  le  triangle  ABC,  le  carré  de  la  distance  du  po|nt      "%* 

.       ..                  #A        cV^+c'+2fcrcosA] 
cherche  au  sommet  A  est  —   ,',,!,    .« -• 


RELATIONS  D'IDENTITÉS 

et  questions  fondamentales  relatives  aux  lignée  du  second 

degré  .*  polaires  réciproques  (v.  p.  315). 

LXXXV.  Problême.  Etant  données  l'équation  d'une  courbe 


plane  algébrique  et  celle  de  la  conique  directrice,  trouver 
l'équation  de  la  polaire  réciproque. 

Solution.  Mêmes  données  qu'an  problème  précédent 
(LXXXIY).  Soient  x\  y  les  coordonnées  d'un  point  de  h 
courbe  donnée  ;  la  tangente  en  ce  point  a  pour  équation 
P.H-Qr+R=0;  Pi  Q,  Rsont  des  fonction  connues  de 
*',  y  y  et  de  degré  m—i  ;  «r",  y  étant  les  coordonnées  en 
pôle  de  cette  tangente,  pris  par  rapport  à  la  directrice,  on  a  : 
a*  [VP-f-nQ+pR]  =  —  vP+tQ+wR, 

y{icT+*Q+fJfcJ  ^—vQ+yp-fVRfi)  \r.  t.  h,  p.  m). 

Eliminant  x',  y  entre  ces  deux  équations,  et  f  équation 
donnée ,  on  obtient  en  x",  y  l'équation  de  la  polaire  ré- 
ciproque. 

Corollaire.  Les  formules  donnent  : 


R    fr"+«        5 


(3) 


R      «.r"+$/'+2Ç 
Donc  si  l'équation  de  la  courbe  est  donnée  en  fonction  de 

P     0 

—  ,   r- ,  on  a  de  suite  la  polaire  réciproque. 

Autrement.  Rendons  homogène  l'équation  de  la  courbe 
donnée  et  celle  de  la  conique  directrice,  en  remplaçant  x 

et  y  par  -  et  -  (  V.  p.  5),  et  représentons  par  f  =  0  et 

z       z 

ty  =  0  les  équations  de  la  directrice  et  celle  de  la  polaire 
réciproque;  les  équations  (3)  donnent  : 
dF       dy       d'f       dF 


dy'  *  dz"      dy"  *  dz       ° 
dF       d9       d^     dF  _ 

dx1  '  THr^dx7'  •  dz'~~ 


(3)  et  aussi  (4)  (*) 


(*)  Mous  nous  sertirons  constamment, et  à  dessein ,  de  l'algorithme leibniuien 
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dty      etf       df      «fifr  

d/'    M~~dy  'd? 

d\       df       df       dty 
d7'  '  5?~Z?  '  d^=° 


(*) 


Pour  avoir  —  on  change  x,y,  %  en  af\  y",  a%  et  ainsi 

des  antres. 

Les  denx  premières  équations  donnent  * 

dF      d^     dF      ^ 

dy  'dx"     12     4?         w 

L'équation  F=0  étant  homogène ,  Ton  a  : 
dF        dF        dF 

«dZ+'dy+'dï-o^v-v. 

Multipliant  donc  la  première  équation  (*)  par  y  et  la  se- 
conde par  af,  et  les  ajoutant ,  il  vient ,  après  avoir  divisé 
dF 

équation  da  second  degré  et  qui  remplace  avantageusement 
une  équation  (4)  de  degré  m.  L'interprétation  géométrique 
est  que  la  polaire  du  point  .r",  y\  s"  passe  par  le  point 
^,y,  *';  elle  est  symétrique  par  rapport  aux  variables  à 
un  accent  et  à  deux  accents ,  ce  qui  constitue  la  réciprocité 
polaire. 

Application.  La  courbe  donnée  est  une  conique  à  équation 
hexanome  ordinaire  -,  les  équations  (S)  deviennent  : 


d  pour  désigner  les  dérivées  ;  algorithme  que  les  professeurs  de  lycée  sont 
tenus  en  conscience  et  devraient  être  astreints  d'enseigner  ;  l'ignorance  chez  les 
élèves  d'un  symbole  qui  domine  lotie  la  science  aérait  honteuse,  non  pour 
eux,  mais  pour  leurs  professeurs. 
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4-*Te— 2F— 1=0  • 

tff*  i/o  f/m 

Prenant  la  valeur  de  x'  et  y'  et  substitaant  dans  l'éqnalka 
donnée  qui  devient  divisible  par  z\  et  effaçant  les  accents, 
On  obtient  relation  suivante  de  la  polaire  réciproque  : 

-($•+'&)•+'(£)'+"(£)£) 
+«£)  (£)—(£)- 

et  faisant  i=l ,  on  a  l'équation  ordinaire. 
Soit  cette  équation  : 

on  a  :  A'=tf»^  +  4ra'+/?'+U'a*-f  U?*-4/i*|3, 

B'  =2m*i+4^?+  4/py  +  9*'(p*+  2«)+ 2*^+8^ 

—  2«(P'  +  4a7), 

—  2»[*;«+tfJ, 

F'  =  4/ni;'4-t*J,+/«,+4A'Ji;+4*iÇ— 2»«. 
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On  conclut  C  de  A'  et  E'  de  D' en  permutant  /,  *,  a,  *,  en 
'»  ^  7» f»  cttnce  i?er*<l 

1°  Prenant  pour  origine  un  foyer  de  la  courbe  donnée  et 
les  axes  rectangulaires ,  alors  /= /',  n= 0,  et  pour  directrice 
un  cercle  ayant  son  centrée  l'origine, on  a  «=7,  £=0=1=0, 
ce  qui  donne  À'=4/*\  p=0,  C '=t/a\  D=8*V:,  E'=8M, 
F =4/72^;  ainsi  la  polaire  réciproque  est  aussi  un  cercle. 

(r.  p.  315.) 

2*  Soient  Ay*-\-  Cr'  +  F  =  0  la  conique  donnée  et 
qy*+yx%+?  =  0  la  directrice;  on  a  pour  équation  delar 
polaire  réciproque  CFa>*  -f  AF^V+AC;a  =0.  Pour  que 
celte  polaire  se  confonde  avec  la  courbe  donnée,  Ton  doit 

A  £        F  £ 

avoir  —  =  dt-,  7,=db-;  ainsi  une  ellipse  et  une  hyper- 

r  a       L  y 

bolc  ayant  mêmes  axes  principaux ,  Tune  de  ces  courbes  étant 
prise  pour  directrice ,  l'autre  sera  elle-même  sa  polaire  réci- 
proque. {V.  t.  V,368.) 

LXXXVI.  Méthode  mnémonique.  L'équation  de  la  polaire 
réciproque  peut  s'écrire  sous  une  forme  qui  la  grave  aisé- 
ment dans  la  mémoire. 

Soient  Ay*  +pxy  +  Cx'+D.rz-fFjrz+Fz' =  0, 

les  équations  rendues  homogènes  de  la  conique  donnée  et  de 
la  directrice;  l'équation  de  la  polaire  réciproque  est  : 

dl/dyV     2dh  d^dy      c/L  /d?V  ,  2^L  d^df 
dK\dy)  +'dE"dldjr^"dC\dx)  +  dDdxdz 
,  2dL  d7  du>    ,    dL/d<?\> 

Ainsi,  dans  Tôquat ion  donnée,  on  remplace  les  coefficients 
A,  B,  C,  etc. , par  -j^,  —,  et  les  variables  x,^,  z,  par 
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Suhsti  tuant  ces  valeurs  Ans  l'équation  de  la  courbe  donnée, 
on  a  une  équation  aux  différences  partielles  do  premier 
ordre  et  de  degré  m ,  dont  l'équation  de  la  polaire  réci- 
proque représente  l'intégrale  ;  ainsi  1rs  polaires  réciproques 
peuvent  servir  à  trouver  l'intégrale  des  équations  aux  diffé- 
rences partielles  à  trois  variables ,  homogènes  par  rapport 
aux  coefficients  différentiels. 

LXXXIX.  Problême.  Connaissant  l'équation  enveloppt 
d'une  ligne,  trouver  l'équation  aux  coordonnées  ordinaires 
de  la  polaire  réciproque  et  ensuite  de  la  ligne  donnée. 

Solution.  Soit  F(/?,  ^  =  0  (  p.  9)  l'équation  enveloppe  de 
la  courbe  donnée;  ?==  0  l'équation  de  la  directrice  et  |  =  0 
l'équation  de  la  polaire  réciproque ,  soit  x",  g?  An  point  de 
cette  polaire,  l'équation  de  la  polaire  de  ce  point  est  .- 

df  df  df 

Cette  droite  par  son  mouvement  décrit  la  courbe  donnée; 

donc 

dy  df 

àP  d^ 

'— "Sp  *=-djr 

dz'  dz" 

Ainsi ,  effaçant  les  accents,  l'équation  de  la  polaire  réci- 
proque est  en  coordonnée  ordinaire  : 

(</cp  dy 

d^'       dv_   »     °' 
dz"  az» 

et  cherchant  ensuite  la  polaire  réciproque  de  celle-ci,  on 
obtient  l'équation  des  coordonnées  ordinaires  de  la  ligne 
donnée. 
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Application.  1°  Équation  enveloppe. 

pt+\<f-*pq<x»i=aYq,\ 

c'est  l'enveloppe  d'une  droite  de  lougaeur  constante  a  in- 
scrite dans  un  angle  7. 

Soit  ys=x»+j*--f**t=Ot 

X  Y 

p=pri   ^  —  ^T  et  r*fln*tloû  de  la  polaire  réciproque 
est  :  rV(x"+y—  aa^cosy) =a4.ry,  où  Ton  peut  faire 

2°  Équation  enveloppe. 

c'est  l'équation  enveloppe  de  la  développée  de  l'ellipse 
a>*+ 4V  s  a*6V  (axes  rectangulaires)  ; 

soit      i=dy+Vtf—  a'6V=0;   jL=26'x;  ^-=2ay; 

dm  — x  —y 

^=  —  2a*b*z;  »=—;-,•  q=-rr-  ;  il  vient  pour  équation 

os  a  z  Dz 

de  la  polaire  réciproque  :*  *,(ay+*6j^)aasc4jtîr*t  <lul 
appartient  aussi  à  l'hyperbole  ay— *V=— a'6%  mais 
alors  <?=a%+b\ 
Prenons  <r=x*-\-y~-  rV=0;  il  vient  : 

#M^+ *'*')= <**>';   faisant  *=*,   '=«% 

XC.  Coniques  con focales.  Une  conique  ayant  pour  direc- 
trice un  cercle  confocal,  a  un  second  cercle  pour  polaire 
réciproque  ;  à  l'aide  de  ce  théorème  {F.  p.  413) ,  une  foule 
Ami.  di  MATH**,  vu.  27 
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de  problèmes  sur  les  coniques  peuvent  0e  ramener  à  d'an- 
tres problèmes  sur  le  cercle. 

S'il  s'agit ,  par  exemple ,  d'inscrire  dans  une  conique  on 
polygone  circonscrit  à  un  polygone  donné,  ou  bien  de  cir- 
conscrire à  une  conique  un  polygone  inscrit  dans  un  po- 
lygone donné ,  il  suffira  de  savoir  résoudre  ce  genre  de 
questions  pour  le  cercle;  de  même  étant  données  deux  co- 
niques, ayant  un  foyer  en  commun,  les  recherches  des 
points  d'intersection  de  ces  coniques,  ou  des  tangentes  com- 
munes, n'exigent  que  les  solutions  des  mêmes  questions  pour 
deux  cercles.  On  sait ,  depuis  Newton ,  que  la  construction 
du  cercle  tangent  à  trois  cercles ,  s'effectue  par  l'intersection 
de  deux  coniques  confocales  ;  intersection  qu'on  obtient  géo- 
métriquement ,  sans  avoir  besoin  de  décrire  les  coniques,  en 
menant  des  tangentes  communes  à  deux  cercles, 

XCI.  Méthode  des  homogènes;  application  aux  lignes  du 
troisième  degré.  Soit  F  =  0  l'équation  rendue  homogène  de 
la  ligne  donnée,  <p  «  0  l'équation  également  homogène  de  la 
conique  directrice  (LXXX1V),  soit  x\  y,  z'  les  coordonnées 
d'un  point  de  la  polaire  réciproque,  on  a  (LXXXV)  : 

.       dF        dF  ,      dF 

^^dï-^  +  'Tz* 

y  dx         dx^    dz" 

dx  dy      '   dz' 

On  en  déduit  linéairement  . 

2a  — = 27*'— py + tz'9 

dx 
dF 

2A  —  =f  •r'+y-façz'. 

ciz 
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^+^,  =  0;    ^+pr.=0;    ^+pz.=0.      (1) 

•*«  »  .F.  i  zt  sont  des  fonctions  linéaires  en  x*9  y,  s'  ;  on  dé- 
duit de  ces  trois  équations,  par  le  théorème  des  homogènes  : 

•r*.+.r.r«+22«=o.  (2) 

Eliminant  x,y,z,  p-,  entre  deux  des  équations  (1) ,  l'é- 
quation (2)  et  F=0.  On  aura  une  équation  entre  x%>yt%^ 
et  par  conséquent  entre  x',y,  z*. 

Nous  allons  suivre  pour  l'équation  du  troisième  degré  la 
marche  de  M.  Arthur  Cayley  (the  Cambridge  and  Dublin 
maihemalical  Journal,  t.  1",  p.  97, 1846,  deuxième  série). 

Soit  F=3U5=tf^+^-f^s+3*>,2+ 

+yz*x+3kxy+3ityz*+3jizx*+  Mt*y+6lxyz  =  0 , 

Féquation  (2)  fournit  :  x*x»  +  xyy*  + ***,**$  i 

Ces  trois  équations  sont  homogènes  et  du  second  degré 
en  X)  y,  z  ;  de  mémo  les  équations  (1). 

Si  Ton  avait  encore  une  équation  $  =  0  de  ce  genre ,  on 
pourrait  éliminer  linéairement  de  ces  sept  équations  les 
sept  quantités  x%  y%  z\  xy,  xz,yz,  p. 

Voici  comment  l'auteur  se  procure  cette  septième  équation. 

Faisons 

dx>~^'    dydx-™'     dïdz—^ 
d>U      M       «PU       ft„ 

dz' 
L,  M,0,R,S,T  sont  homogènes  do  i"  dpgrc  eny,x,z. 
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Les  équations  (1)  donnent,  d'après  le  principe  des  ho- 
mogènes : 

Lx+Ty+Sz+px^O, 
Tx+My+J{z+py,=  0, 
Sx  +  Ky+Vlz+pzt  =  0. 

Au  moyen  de  ces  équations  et  de  l'équation  (2) ,  on  peut 
éliminer  linéairement  xyy,  Z>P  j  et  l'°n  obtient  une  équa- 
tion homogène  du  2mc  degré;  car  les  termes  tels  que  LMNdu 
3"*  degré  se  trouvent  au  dénominateur  dans  les  valeurs  de 
*y  y  et  z ,  et  s'en  vont  ;  ces  valeurs  étant  substituées  dans 
l'équation  (2),  on  a  la  fonction  cramérienne  * 

L,  T,  S,  j:,, 


*  S,  R,  N,  z„ 


=  0, 


fonction  qui  a  cette  forme  : 

*  =  A.r*+  3r'+  C2*+  2Fyz  +  zGxz  «f  zRxy  =  0. 

On  trouve  dans  le  mémoire  cité  les  valeurs  des  six  quan- 
tités A,  B,  C,  F,  G,  H  calculées  en  fonction  des  coefficients 
de  l'équation  U  =  0  et  xt ,  y, ,  zt  ;  ensuite,  on  effectue  l'éli- 
mination ci-dessus  indiquée,  et  Ton  arrive  à  une  équation  du 
6**  degré  en  xnyt,  zn  équation  qui  occupant  trois  pages 
et  demie  in-8°,  nous  ne  pouvons  pas  la  transcrire  ;  mais  il 
est  utile  de  savoir  que  ce  résultat  existe  tout  calculé  ;  il 
peut  servir  à  vérifier  des  cas  particuliers.  On  voit  à  priori 
que  cette  équation  ordonnée  par  rapport  kyt>  xt,  zt,  con- 
tient 28  termes  polynômes ,  mais  il  suffit  d'en  calculer  7  ; 
les  21  autres  s'en  déduisent  par  de  simples  mutations  de 
lettres. 
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PROBLÈME  GOMBINATOIRE. 

PAR  M.  A.  VACHSTTS, 

Licencié  es  sciences  mathématiques  et  physiques. 


On  a  21  cartesfqu'on  distribue  3  par  3  en  3  paquets  de 
7  cartes;  on  fait  penser  une  carte,  et  on  demande  le  paqnet 
la  contient,  et  on  le  place  au  milieu  du  paquet  total 
formé  par  les  3  paquets  :  on  fait  la  même  distribution  une 
2me  fois,  on  demande  le  paquet,  on  le  place  au  milieu  : 
on  fait  une  3mo  distribution,  et  on  place  le  paquet  de  la  carte 
au  milieu.  La  carte  se  trouve  au  milieu  du  paquet  total, 
c'est-à-dire  au  onzième  rang. 

Ce  fait  est  général  pour  2  m+ 1  paquets  composés  de  2  n 
+  1  cartes.  Suivant  les  valeurs  relatives  de  m  et  n,  il  arrive 
après  la  seconde,  la  troisième  ou  la  pème  distribution*-. 

Après  la  première,  la  carte  est  dans  le  (m-f-l)éme  jttP&t, 
au  rang  q.  Nous  supposerons  £>«+*  \  *'H  lQi  était  ég*l  *  Ie 
fait  aurait  déjà  eu  lieu  ;  s'il  lui  était  inférieur,  la  distribution 
commencée  par  la  dernière  carte  du  paquet  total  nous  ferait 
refbmber  dans  le  cas  que  nous  examinons.  Prenons  pour  q 
sa  valeur  maximum  2/*-f  1. 

Si  n  =  ou  </»,  à  la  seconde  distribution,  toutes  les  cartes 
des  m  premiers  paquets  e£  les  n-f  1  premières  cartes  du 
(m-\-\Y>m*  paquet  étant  distribuées,  la  carte  viendra  occuper 
le  (»+ 1)*™*  rang  dans  l'on  des  m  derniers  paquets  que 
forme  cette  seconde  distribution.  Le  fait  a  eu  lieu  après  la 
seconde  distribution. 

Si  n  >  //i,  à  une  distribution  quelconque,  la  carte  viendra 
le  (/*  +  t,eme  rang  ;  si  elle  est  distante  de  la  carte  du 
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milieu  d'un  nombre  de  rangs  égal  ou  inférieur  à  m,  et  le 
(n  -f- 1  +  "*)éme  rang,  si  elle  en  est  distante  d'un  nombre  égal 
ou  inférieur  à  m  +ji»(2m  +  l).  Si  donc  on  a  les  inégalités 
»  >  m  et<C.m-{-m  (2m  + 1)  ou  égal ,  ce  sera  après  la  troi- 
sième distribution  que  la  carte  occupera  le  (n  +  l)éme  rang. 
Ainsi,  pour  3  paquets  de  7 cartes,  m=\  et  n=3,  et  l'on  a  bien 
3  >  i  et  <  4  ;  pour  7  paquets  de  49  cartes,  m  =  3  et  » = 24, 
et  l'on  a  bien  24>3  et  =24;  pour  2m  +  1  paquets  de 
(2/ra-f-  i)%  cartes,  on  a  n  =  2m*+2/n,  et  l'on  a  bien  2m* -f 
2m>m  et  asnt-f-(2i7i-(-1)iit. 

Si  n  >  /n  +  m  (2m  + 1),  après  la  secMdè  distribution ,  lt 
carte  aura  dans  son  paquet  un  rang  supérieur  à  n  -f- 1  -f~m> 
et  après  la  troisième  distribution,  ne  pourra  occuper  le  rang 
/i -fi-  Elle  y  viendra  après  la  quatrième,  si  après  la  troi- 
sième elle  occupe  un  rang  supérieure  n-\-i-\-m  et  inférieur 
ou  égal  à  /t+ 1  +  2/»,  c'est-à-dire  si  après  la  seconde  die 
occupe  un  rang  inférieur  ou  égal  à  n  +1+  m  -f-2m(2m4-l); 
si  donc  ;t>m-f  n  (2m-{-  i)  et  <  m-{-2m(2m-\-i)  ou 
égal;  le  fait  aura  lieu  après  la  quatrième  distribution. 

En  général,  le  fait  a  lieu  après  la  péme  distribution 
pour  n  >  i»  +  (/>  —  3)  m  (2  m  +  1)  et  <  m  -f  (p  —  i)  « 
(2w-f-  l)ou  égal. 


SECONDE  DÉMONSTRATION 

du  théorème  de  Neteton  sur  les  asymptotes  (  V.'  p.  385  ) 
et  tfiéorème  sur  les  points  multiples. 


Lemme.  1.  Pw  +  lV.f+.-Pn-P  +....  Po=0  (1)  étant  une 
équation  de  degré  /i,  Pn  renferme  les  tonnes  de  degré  n  et 
ainsi  des  autres.  Si  Ton  compose  une  fonction  symcl 
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entière  de  degré  p  avec  les  n  segments,  comptés  de  l'origine 
sur  un  des  axes  coordonnés,  la  valeur  de  celle  fonction 
dépend  de  coefficients  qui  se  trouvent  dans  les  fonctions  * 

Pwt  Pn_. P»-p- 

Corollaire  1 .  La  valeur  de  cette  fonction  ne  change  donc  pas 
pour  deux  courbes  qui  ont  tes  termes  Pn+PM-{"-"~fll«i-* 
en  commun. 

Corollaire  2.  L'équation  qui  renferme  le  système  des 
asymptotes  à  la  courbe  a  avec  elle  en  commun  P^-f-P^ 
doucp  =  1  ;  et  désignant  la  fonction  symétrique  du  l,r  degré 
par  £X  pour  les  asymptotes  et  par  &r  pour  la  courbe, 
on  a  £X=£x  ou  bien  £(X— x)  =  0;  c'est  le  théorème 
de  Newton  ;  car  une  sécante  quelconque  peut  être  prise  pour 
axe  des  x. 

Corollaire  3.  Les  intersections  de  deux  courbes  ayant  en 
commun  les  ^  +  1  premiers  polynômes  sont  évidemment 
sur  ope  courbe  de  degré  n — p — 1  ;  donc  si  />  =  !,  les  in- 
tersections sont  sur  une  ligne  de  degré  /i— 2  ;  par  conséquent 
sur  une  droite  pourles  lignes  du  troisième  ordre  et  sur  une 
conique  pour  une  lkge  du  quatrième  ordre. 

2.  M.  PluckârdSpaon  Traité  de  géométrie  analytique 
de  1835  (*),  a  donné  la  discussion  et  la  théorie  des  propriétés 
les  pluscomplètes  des  courbes  du  troisième  ordre  ;  en  prenant 
pour  axes  des  coordonnés  la  droite  des  intersections  asymp- 
lotiqucs  ,  on  simplifie  l'équation  et  on  facilite  les  démon- 
strations. Nous  ne  mentionnons  pour  ie  moment  que  cette 
proposition.  SoitU=0  l'équation  rendue  feomogène  d'une 


(*)  System  der  analytischen  géométrie  auf  neue  betrachturgen  gegrundel  und 
iosbesendere  eine  ausfuhrlicke  théorie  der  curven  driltcn  ordnung  enlhaltend. 
Bon»,  MIS ,  in-4.,  223  p.  Système  de  géométrie  analytique  fondé  iur  de  Den- 
telles considérations ,  et  contenant  en  pat^iculier  une  théorie  complète  des 
coarbes  du  troisième  ordre. 
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dU 

ligne  de  Tordre  n  ;  si  ces  trois  équations  subsistent  -— =0; 

dx 

— =0  ;  -.-=0,  la  courbe  a  des  points  multiples;  ces  points 

dy  dz 

dU      dU     dU 
satisfont  donc  à  l'équation  - — |-  — +-7-  =  °»    *»«  k* 

ax       dy      dz 

points  multiples  sont  sur  une  ligne  d'ordre  11 — 1 ,  par  con- 
séquent sur  une  conique  dans  une  courbe  du  troisième 
degré. 


NOTE  RECTIFICATIVE, 
relative  à  la  question  97  (t.  VI,  p.  399). 

IOM. 


«  Couper  uu  triangle  par  une  transversale,  de  manière 
que  trois  segments  non  consécutifs  soient  égaux.  » 

Voici  quelques  remarques  pour  servir  tie  rectification  à  la 
note  de  la  page  399 ,  tome  VI. 

Dans  tous  les  cas  qui  se  présentent,  On  est  ramené  aux 
équations 

(t)  2pffa—  œiab  +  ac  +  btf  +  abc^O, 

2(p  —  a)x*  +  x(àl>-\-ac  —  6c)  —  afcc  =  0, 

et  deux  autres  de  cette  seconde  espèce. 

_L>_L+_L_L>_L  +  J_ 


Vc        Va       Vh 

Telles  sont  les  conditions  de  réalité  de  racines  de  l'équa- 
tion (t). 
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La  sécante  cherchée  est  tangente  à  trois  paraboles  :  on  est 
en  effet  conduit,  par  des  considérations  très-simples,  à  cher- 
cher l'enveloppe  des  droites  mobiles  qui  sont  divisées  en 
deux  parties  égales  par  une  ligne  donnée,  comprise  entre 
deux  autres  fixes  (*). 


NOTE 


s^tr  les  valeurs  qui  se  présentent  som  la  forme -9  ||,  0x», 

o    w 

1",  0%  oo°,  dans  les  fonctions  à  une  seule  variable. 


vab  m.  o -h.  mnv«fo&o«i, 

Répétiteur  ta  lycée  Monge. 


On  peut  être  embarrassé  aux  examens  par  les  expressions 

0  » 
qui  prennent  la  forme  d'indétermination-,—-,  etc.   Une 

simple  transformation  lève  quelquefois  la  difficulté;  mais  ces 
artifices  ne  réussissent  pas  toujours.  Pour  obvier  à  cet  in* 
convénient,  je  crois  utile  de  donner  aux  candidats  la  méthode 
fondée  sur  les  dérivées. 

Soient  x  la  variable  *ly  la  fonction,  liées  partr=/(or)  ; 
h  et  k  étant  les  accroissements  respectifs,  on  a,  comme  on 
sait  :  » 

t  est  une  quantité  aussi  petite  qu'on  voudra  et  s'annulant 
avec  h  \f(x)  est  ce  qu'on  appelle  la  dérivée  de/(.r),  c'est  la 
limite  de  l'accroissement  de  la  fonction  à  celui  de  la  variable. 


(*)  Le  ligne  donnée  sera ,  par  exemple ,  une  de  celles  qui  passent  par  les  mi- 
lieux des  côtés  et  interceptent  dans  les  angles  do  triangle  ou  les  adjacents  des 
trilogies  isocèles.  Les  deux  lignes  fixes  seraient  deux  cotés  do  triangle. 


On  sait  ainsi  que  celte  limite  existe  toujours,  quelle  qw 
0ofe/(*?)i  en  autres  termes,  que  tonte  fonction  a  es  dérivée. 
On  tire  de  l'éqtiatkm  précédente  : 

Ax+h)=f(x)  +  h\f'(x)  +  *\  (i) 

Gela  posé,  soit  'Q-l:  ki  fraction  devenant  -  pour  x =*. 

*\X)  o  • 

Pour  avoir  la  véritable  valeur  de  =^\  *  observons  qu'en 

F(a)  ^ 

vertu  de  (1)  on  a  : 

Ax+h)^A*)+HA*)+<\ 

F(*+*)      F{x)+h  { F(x)+E  \  ' 

Et  comme  /{a) =0,  F(a)esO,  il  viendra,  en  supprimant  le 
facteur  h  : 

F(a+*)■~F'(a)+E, 


quelque  petit  que  soit  h  ;  donc  pour  A=o,  on  aura  : 

/(")     f(a) 


» 


F(a)     F(a)' 

Par  conséquent ,  pour  avoir  la  vraie  valeur  de  la  fraction 
^rr\>  il  faut  prendre  le  rapport  des  dérivées  de  ses  deux 
termes  et  y  faire  x=a. 

Si  ce  dernier  rapport  devient  encore  - ,  on  conçoit  bien 

qu'il  faudra  le  traiter  de  même,  c'est-à-dire  prendre  de 
nouveau  les  dérivées  de  ses  deux  termes  et  y  faire  x=a  ; 
et  ainsi  de  suite,  et  si  on  peut  arriver  à  deux  dérivées  ne 
s'annulant  pas  à  la  fois,  leur  rapport  sera  la  vraie  valeur 
de  la  fraction  proposée. 

/Y  t*\ 

Celte  régie  se  tend  au  cas  où  -=~-r  devient  ~  pour  x=a. 


W7  — 
1 


En  effet,  ^=*£>. 

F(.r)         1 

A*) 
Et  comme  f(a)=  oo ,  F(a)=:oo ,  donc,  le  dernier  rapport 

devenant  -,  on  peut  lai  appliquer  la  règle  de  (2).  Or  le 

rapport  des  dérivées  de  ses  deux  termes  est  : 

F'fr) 

— 'x   ,  on  bien  en  effectuant  les  calculs,  { *=~-r  >  X  -=r-r  » 
donc  en  vertu  de  (2) , 

/wj/wr/w 

F  (a)       |F(a)j*/W 

/■fa) 
Actuellement,  si  la  vraie  valeur  de  ^—^  n'est  ni  0  ni  « 

F(a) 

en  supprimant  le  facteur  commun ,  il  vient  : 

/fa) 
Si  la  valeur  de  ^7-7  est  0,  et  le  cas  où  elle  est  s»  se 

ramène  à  celui-ci  en  renversant  la  fraction ,  voici  comment 
M.  Iiouvfllc  opère  {Journal  de  mathématiques  purm,  t.  VIII)  ? 

ajoutons  à  la  fraction  ^j-?  supposée  nulle  pour  x=a,  la 

constante  G,  la  somme  sera  : 

/(*)+CF(«) 
F(x)         • 

Or  pour  x=a  cette  fraction  devient  — ,  et  comme  alors 

QO 

sa  valeur  est  précisément  la  constante  G  qui  n'e*t  ni  0  ni  00 , 
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on  pourra  lui  appliquer  la  règle  (3) ,  c'est-à-dire  prendre 
le  rapport  des  dérivées,  qui  est  : 

J      p{jc)       i  ou  bien^^+C,  et  y  faire  x=*, 

ee qui  donne:        c-^g+C  d'où   p||==0. 

et  par  suite-         M=/M 
ei  par  suite  F(a)-F(a)- 

fia)     od 
Par  conséquent ,  quelle  que  soit  la  valeur  de  s~=— , 

r(tf}      oo 

la  règle  est  la  même. 

Donc  généralement,  que  =—  se  présente  sous  la  forme  - 
r  (a)  0 

ou^onatoojoa» £$=£$•  .  (D 

11  y  a  ici  une  remarque  importante  à  faire  sur  -  et  — . 

Toutes  1rs  fois  que  la  valeur  de  *1, ,  .    est  déterminée, 

^  F  (a) 

comme  c'est  celle  de  {—— ,  cette  dernière  est  aussi  déter- 

F{a) 

minée  ;  mais  la  réciproque  n'est  pas  vraie.  La  vraie  valeur 

de  ^r~o  observe  M.  Liou ville,  peut  élre  déterminée  et 

r[a) 

f'(a) 
celle  de   ',  '  rester  essentiellement  indéterminée.  Ainsi 

F(a) 

pour  x  =  oo  la  vraie  valeur  de  : 

*+œ 

.r+cosa:         .        4    ,.     .  jc 

— — : — ,  qui  peut  s  écrire  : — 

x+siar  .  sinx 

.r 

est  l'unité;  tandis  que  le  rapport  des  dérivées  des  deux 

1  — — sin<27 
termes    — resle  tout  à  fait  indéterminé.  C'est  ce  qu'on 

t-feosa; 


-429- 
voit,  du  reste,  en  faisant  x=2kn+*  et  A  =  00,  a  étant 

compris  entre  0  et  5.  Par  là  le  rapport  des  dérivées  de- 
vient  — .  Quantité  évidemment  indéterminée. 

1+COSa 

applications.  On  suppose  ici  que  les  candidats  savent 
prendre  la  dérivée  d'une  fonction  algébrique  et  des  transcen- 
dantes sinx,  cosor,  tgx,  Lr,  <x". 

sino:    .     .    A  0  .  .      ,.  .   . 
devient  -  pour  x=0-,  le  rapport  des  dérivées  est 


cosj?         oo&r  W.MW 

"Y"»  or  -—=1,  donc  -jr-=*-  Ce  qu»  l'on  savait  déjà. 

Plus  généralement,  — ^-  devient  -  pour  -r=0.  Le  rap- 

.    .  ...    .         msin^'xcosj:      A  0    ..  . 

port  de  ses  dérivées,   — est  encore  -.  Mata 

comme  c'est  — 5=7-  qui  devient  - ,  prenant  les  dérivées  de 

A  (m— lisin^-rcos*  _.    ÈA    A         .„ 

ses  termes,  on  aura  - — ,„»'»-■■    -  Traitant  pareille- 

1  (11— l)**^  r 

sin*"^ 
ment  — ^7-  et  les  suivants,  comme  m  et  it  sont  entiers, 

x 

00  voit  facilement  que  la  vraie  valeur  de  — 5-  pour  x=0 

x 

serai,  0,  ouco  selon  quem=ji,  m>»,w<». 

a-*. 

Ln(x)  (*}        00 
Pour  x  =:  00  — i-i     est  -  .  Le  rapport  de  ses  dérivées 

X  00 


(")  J'emploie  une  seule  lettre  L  pour  Indiquer  les  logarithme*  népériem. 
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nL*^(j:)X  -        !„_,,  . 
est  =— -=nÈJ    ln)  et  devient  -.  Mais  en  allait 

jusqu'au  rapport  des  »**«•»  dérivées,  on  aura  : 

n(n— i)....i    '  .        L*(*)  __^ 

~ — ■  -  •  -   =0  pour  x  as  oo;  donc — =-=0  pour  x=rao . 

Gela  devait  être,  un  nombre  croit  plus  rapidement  que  son 
logarithme. 

—  devient  —   pour  x  =  <x>.    Le  rapport  des  dérivées, 
jf  oo 

em  oo 

— sz;,  est  encore  — .  Poursuivant  jusqu'aux  »*■••  dérivées 

"*  c"  *  " 

011  a  -; — 71 — 7  =  00.  Donc  — s  =  »  pour  x  =  oo.  Lex- 

poaeatielle  croit  plus  rapidement  que  le  nombre.  En  cher- 
chant les  asymptotes  de  la  courbe  p= ,    on   a, 

comme  on  sait  :  ô*=psin(«— */),  »'=— (2*+t). 

Posant  »— w'=t ,  il  vient  *= — — — -,  qui  est  - 

pour  c=0.  Or  le  rapport  des  dérivées , 

devient  —  ,  donc  Uni  3= (*). 

— nsmfni+k*  +  ^  ~n 

3*   0X«. 

On  ramèoe  ce  cas  à  l'un  des  deux  précédents.  En  effet, 

/WxFWs^l^^  et  si  /(a)=0,  P(a)  =  oo,  on 

F(x)      J&) 

0        oo 

aura  0  X  x  =-  =  — .  Mais  il  n'est  pas  indifférent  de  pren- 

0      °o  9 

dre  l'une  ou  l'autre  forme. 

O  Voir  Bertrand,  Journal  de  l.iouvillc,  VI,  15, 1841.  Toi. 
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i 

Ainsi ,  e*  xm  défient  «&.0  pour  x=0.  Si  on  l'écrit 

xm 
j-  et  qu'on  prenne  le  rapport  des  dérivées  on  a 


mx    '         wJ:,r^,  .  , 
; = j-,  ce  qai  montre  quon  ne  réussira 

ne   *\r"*"'     nT~+ 

pas  de  la  sorte.  Mettons  alors  le  produit  proposé  sous 

1 

la    forme    -35 ,  et  prenons  le  rapport  des  dérivées  ,  il 

j_  \_ 

ne^x-*-        ne** 


ce 


Tiendra  ==-= — =x«;  actuellement  si  m  ^n 

rapport  est  00;  si  m>n  on  prendra  de  nouveau  les  dé- 

1 

ri**"** 
rivées  et  Ton  aura   ■     ■      _  jsctt;  en  poursuivant,  on 
m  [m — n)x  ~~,_ 

voit  bien  que.  quels  que  soient  m  et  n ,  le  produit  e?*  X*m 
est  toujours  00 ,  pour  ,r=0. 

4*  Symboles  d'indétermination  :  1=*=",  0°,  00  •. 

=fc—  ±— 

a:   *->  devient  t**  pour  x=l.  Posons  v=x  *-«,delà 

L*  0 

Lp=  ±— —  ;  on  est  ainsi  ramené  au  symbole  -.  Or  le  rap- 

Lx  1 

port  des  dérivées  de  — -étant  -,  on  a  pour  «est- 

Xmmmm  \  X 

L.x   «-*=±:1,  et  par  suite,  i±-  =  e±*. 
11  ne  s'ensuit  pas  cependant  qu'une  fonction  de  x  devenant 

1=*=-,  sa  valeur  soit  toujours  e±».  En  effet,  j  H£±J  |i  <|e- 
vient  1+*  pour  x=0.  Or 


-m== 
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Lfr+l) 


L       x  0 


Prenant  successivement  le  rapport  des  dérivées,  on  a  pour 
x=0: 

x—  (ar+1)  L(g+1) — L(x+1) 

x(jH-1).  L(*+l)    "~ (*+1)  Hx+i)+xUx+i)+Jc~ 

_J 

■r+1  __      1 

2+2L(x+l)  +  -i-  *' 

donc 

L.[HU^._«, 
et  par  suite 

Tîi(2±L)]î,oaWenl+.=  ~=_L_. 

Psin  xH  - 
On  a  de  môme    »=  1*  pour  x=0  ;  or 


•e^>= 


Prenant  les  rapports  des  dérivées  successives,  on  aura 
pour  x=0  ; 

xcosx — siux — sinx       xcosx-|-sinx  _ 

xsinx       ~~xcosx-|-sin.r  2cosx —  xsinx" 

donc,  pour  x=0* 
lY-5^Jï=0,  et  par  suite  (^-^)*,  ou  bien  1W=1. 

x*  devient  0°  pour  x  =  0  ;  or  L.x*  =  xLx.  On  est  ramené 
au  symbole  OX*. 
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Lr 
Écrivant  le  produit  xhx  sous  la  forme  --_-  .  et  prenant  le 

rapport  des  dérivées ,  il  vient  : 

l 

x 


r=—  *\ 


donc,  pour  x=09  L..r*=0,  et  par  suite  0°=1. 
Une  expression  peut  prendre  accidentellement  la  forme 

0°,  comme  \  A:,ln*"a?  j    pour  x = 0  ;  mais  il  suffit  d'effectuer 


t 

•IDJD 


les  calculs,  et  Ton  a  :  k***-*=k~*     '=0  pour  x=0. 

Si  Ton  admettait,  dit  M.  Terquem,  que  0°  soit  con- 
stamment égal  à  1 ,  on  serait  conduit  à  cette  conclusion  ab- 
surde, que  dans  la  surface  transcendante  z=xv,  tout  Taxe 
des  y appartient  à  la  surface  excepté  le  point  servant  d'ori- 
gine. »  Dans  ce  cas  z  =  x"  =  0°  désigne  z  indéterminé.  — 
(Voyez les  Nouv.  Annal,  de  Math.,  tome  VI,  p.  109  et  391.) 

i 

£         \jX         00 

x  devient*0  pour  .r  =oo.  Or  L..r  = —  =  —.  et  comme  le 

r  x      oo 

rap  port  des  dérivées ,  pour  la  même  valeur  de  x ,  est  -  «  0$ 

i  2 

donc  pour  x= oo;  L.  xx  =  0 ,  par  conséquent  xx  ou  "iea 
«p=  t. 

Si  Ton  demandait  la  valeur  de  (Lr)*  qui  devient  (—  oo)# 
pour  x  =  0 ,  comme  L(—  oo)  est  imaginaire,  pour  l'éviter 
il  suffit  de  poser  x  =  %y  et  de  faire  y  =  0.  On  aura  ainsi 

(L*)-  -  [L'(2,)F.  Or  L.  [L'Or)]*  =  ^^  =  -j 
pourj-=0;  le  rapport  de  ses  dérivées  est 

aLcWxJÎ?ar)  ..       3r   _, 

_r-  Lfr) 

Aux.  m  MAratH.  VII.  28 
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Donc  pour  y=Q}  L.  [L^S^)]' =0  r  et  par  suite  PA^r)]"» 
ou  bien  (Lr)*  =  000  =  1. 

Il  est  à  remarquer  qu'on  obtiendra  le  même  résultat  en 
opérant  directement  sur  [L(x)]x  cl  en  prenant  le  logarithme 
quoiqu'il  soit  imaginaire  (1). 

5°  Il  est  clair  que  l'on  ne  pourra  pas  lever  l'indétermina- 
tion par  les  dérivées  si  celles-ci  restent  constamment  et  à  la 
fois  nulles  ou  infinies  pour  la  valeur  de  x  de  la  question. 

Ainsi  pour  x=0  on  a  : 


1 


axn  00  TlLfl.  aF*  X~~*  <* 

— —  =  — .Le  rapport  des  dérivées  est  — 


1 


00 


comme  l'exponentielle  l'emporte  (§  9°) ,  il  est  aisé  de  voir 
que  les  rapports  successifs  des  dérivées  seront  toujours  — , 


et  l'on  n'en  pourra  pas  avoir  la  vraie  valeur.  Pour  — r, 

0 
ces  rapports  se  présentent  constamment -.  Il  faut  alors  un 

artifice  de  calcul.  Dans  le  cas  actuel  il  suffit  de  prendre  le 


û>  A  A 

logarithme  ;  on  a  L.  — j-  =—  La Lfr.   et  selon  que 

m  ^  n  ce  logarithme  est  ±:  a  pour  x  =  0  ,-  et  par  suite  le 

nombre  sera  -f-  °°  ou  0  :  si  m  =  n  alors,  selon  que  a ^*, 

le  logarithme  sera  ±  00 ,  par  suite  son  nombre  -f  00  ou  0. 
Le  dernier  résultai  s'obtient  directement ,  car  si  m  s=  h  , 


(*)  Il  est  à  souhaiter  que  dans  ce  recueil  on  démontre  que,  toute  quantité 
a  une  infinité  de  logarithmes  imaginaires,  et  que  la  quantité  positif*  teui*  a 
un  logarithme  réel  et  une  infinité  d'imaginaires.  (?■'.  t.  V,  p.  79,  for.  10) 
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a**        /a\x*  .  . 

_.  =  (  7  j     el  l'on  a  évidemment  +  ».  ou  0 ,  selon  que 

a>b. 

Lorsqu'une  expression  contient  \  des  radicaux ,  l'emploi 
des  dérivées ,  pour  en  lever  l'indétermination  /peut  ne  plus 

oo       0 
réussir  eu  donnant  constamment  —  ou  -. 

oo       0 

Ainsi,  on  réussit  bien  dans  l'exemple  suivant  contenant 
troisf radicaux,  et  l'on  a  pour  x=  1 

-  -  3     *     1    5,  4\'> 

0_«r  —  1  +  Çr  —  1)   __2     ^3V  _  ? 

Ô~~  2  ""3  i      5ô"~    ' 

tandis  que  Ton  ne  peut  plus  (lever  l'indétermination  par  la 
règle  des  dérivées  dans  l'exemple  suivant,  qui  ne  contient 
que  deux  radicaux  ;  car  on  a  ,  pour  x=a, 

(*-«)•    s(*-«)  '       -l.5(*-«)  ' 

Il  faut  alors  recourir  à  un  artifice  de  calcul.  Or,  comme 
x=a  annule  les  deox  termes,  substituons  x  =  a  +  h;  les 
réductions  faites ,  divisons  par  la  plus  petite  puissance  de  /», 
après  quoi  faisons  A  =  0;  le  résultat  sera  la  valeur  cherchée. 
On  aura  ainsi  : 


i _i_«e ; =2(a+A)«À»=0  pour  A»0 


On  trouvera  de  même  pour  x=—a 

1  t 

(x+a)*+  (a3— 3*ra— S-r3)1 

Comme  on  voit,  ce  procédé  revient,  dans  les  fondions 
algébriques ,  à  leur  ôter  les  racines  communes. 

Soit  pour  dernier  exemple  : 

i  t  t 

Ls(x)+(t— x%)lcc*(i— x)°-x     0 

; — - — zjr~=o vom 

sin8(.r— i)+a  *~! 


t 


Substituant  x=i-|-A  et  divisant  par  A*,  il  vient 


i  ait 

L' (!+*)+(—  2+A);A5(cosA)» 

s 

*5 


— ; ; =*  P«ir  A-»0, 

sin*A     a  *. 

A1 

i 


XA« 


,      „    L(l+A)  r  sinA         a  * 

car  pour  A=0,        7^   '  =  1 ,  cos*A=1,  -r-=l,  v    ==°- 


QUESTION  D'EXAMEN 
sur  la  iinuucïde. 

Problème.  Trouver  l'aire  d'une  sinussoïde. 

Solution.  Soit  y=&mx  l'équation  donnée,  axes  rec- 
tangles ;  cherchons  Taire  comprise  entre  les  deux  ordonnées 
r,,  r.«  correspondant  aux  abscisses  xt9  *,;  divisons  Tinter- 
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valle-r,— x.en/i-f-l  parties  égales,  et  faisons  xt— jc,=(n+l)Aj 
Taire  cherchée  est  évidemment  la  limite  de  la  suite  : 

A[sinxf+sin(xl+A)+sin(j:1+À)  +  ,..sin(xi+iiA)] 
Asin(*,+^)sin^(»+l) 


*m2 


{V.  t.  III,  p.  533). 


Or,  -5-=— — s^ —  ;  substituant  cette  valeur,  et  faisant  en- 
suite A=0  et  — z=2i  il  ▼tant  pour  l'aire  cherchée: 

sin- 
2 

2  sin  rGav-Hr.)  sin  -(*,—*,);  et  lorsque  *,= 0 ,  Taire  devient 

i  —  cosx,;  c'est  ce  que  donne  immédiatement  le  calcul  in- 
tégral. 


QUESTIONS  D'EXAMEN 
jur  des  lieux  géométriques  polaires. 

I.  Notation.  Nous  désignons  par  Pr  la  fonction  homogène 
de  deux  variables  x,  y  de  degré  r,  et  par  Qr  la  fonction 
homogène  trigonométrique  de  degré  r  suivante  : 

A  sin> + B  sin*^<p  cos  ?  +  G  sinM7  cos  9r  + . . .  R  sin9<p  cosr~> 
+  S  sin?  cos^'f  +  T  cos>, 

où  A,  B ,  G...  R ,  S ,  T  sont  des  constantes  données. 

IL  Soit  Pi  +  P^  +  P^  +  .^+P,  +P0=0  (1) 
Téquation  d'une  ligne  plane  de  degré  m ,  axes  rectangu- 
laires ;  prenant  l'origine  pour  pôle  et  l'axe  des  x  pour  axe 
polaire,  Téquation  polaire  de  la  courbe  est 

»*Q«  +  *,*~,Q»-i  +  2,,^Q>i-a+...2,Q2  +  sQi+Po=P  (2j. 
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III.  Problème.  Par  un  point  fixe  donné  dans  le  plan  <ft 
courbe  de  degré  m ,  on  mène  une  sécante  qui  la  rencontre  en  m 
pointe  ;  sur  celte  sécante  *  on  prend  un  point  tel  que  sa  dis- 
tance au  point  fixe  soit  égale  à  la  somme  des  distances  de 
l'origine  aux  points  d'intersection;  trouver  le  lieu  de  ce 
point. 

Solution.  Prenons  le  point  fixe  pour  origine  et  les  axes 
rectangulaires  j  soient  (tj  et  (2)  l'équation  aux  coordonné» 
rectangulaires  et  l'équation  polaire  de  la  courbe;  pour  la 
même  valeur  j ,  la  somme  de  toutes  les  valeurs  de  a  ait 

— y"1  ;  donc  l'équation  polaire  de  lfc  courbe  cherchée  est 

d'où  Pm  +  Pm-i  =  0,  équation  au*  coordonnées  rectangu- 
laires. 

IV.  Problème.  Mômes  donné?»)  trouver  un  point  tel  que 
le  carré  de  sa  distance  à  l'origine  soit  égal  à  la  somme  des 
carrés  des  distances  de  l'origine  aux  m  points  d'intersection. 

Solution.  On  a 

*  ~  Q*m  aa-<V 

_a'[FW«-aFstPsi-i] 
""  ÎV  ' 

d'OÙ  Pma  +  ïPmVm-2  -  PV-i  =  0. 

Y.  Problème.  Mêmes  données;  trouver  qn  point  tel  que 
sa  distance  réciproque  à  l'origine  soit  égale  à  la  somme  des 
distances  réciproques  des  points  d'intersection  à  l'origine. 

Solution.  Dans  l'équation  (2)  remplaçons  z  par  -,  ou  ol>- 

z 

lient 

P0Pm  +  Qtzm-  +  Q,*--  -f  . . .  Qm  =  0  ; 
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donc 

ï~"P.  ;    ~~   Q.  ' 

d'où  P,-f  P0  =  0,  équation  d'une  droite. 

VI.  Problème.  Mêmes  données;  trouver  an  point  tel  qae 
le  carré  do  ta  distance  rênproquc  h  l'origine  soit  égale  à  la 
somme  des  carrés  des  distances  réciproques  des  points  d'in- 
tersection à  l'origine. 

Solution.  On  a 

J=^^,i  *'[Q,a-*l\>QJ=Poa  ouPI>-2P0P,-P0»=o, 

équation  d'une  conique. 

VII.  Même  procédé  pour  d'autres  questions  de  ce  genre  et 
qui  s'applique  facilement  aux  surfaces. 


PROGRAMME 
pour  le  baccalauréat  è*  science*  eu  8  juin  1848;  progréi. 


Le*  méthodes  Infinitésimales,  inventées  depuis  deux  siècles, 
d'une  facilité  rudimentaire .  et  qui  sont  pourtant,  s'il  est  per- 
mis de  s'exprimer  ainsi ,  l'âme  de  tonte  la  nature  calculable , 
ont  toujours  été  repoussées  de  nos  collèges ,  et  cela  depuis 
l'origine  jusqu'à  nos  jours.  En  1895,  Bernoulli  écrit  h  Leibnitz 
que  L'Hôpital  seul  s'occupe ,  en  France,  de  la  nouvelle 
géométrie.  «  Mirum  non  est  illum  solum  in  Gallia  in  geo- 
>  metrta  profundiora  pénétrasse  ;  ideo  enim  tôt  alii ,  qui  his 
•  studiis  incumbunt,  inter  vulgares  notitias  torpent,  quod 
»  noslra  non  putent  esse  de  pane  lucrando'»  (C&mm.  epist., 
t  1,  p.  90).  Enfin  cette  répubion  ▼•  cesser,  et  nous  annon- 


# 
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çons  avec  bonheur  que  dans  le  nouveau  programme  on 
admet  les  notions  du  calcul  différentiel  et  du  calcul  intégral, 
et  leurs  applications  géométriques;  il  est  vrai  que  cette 
admission  n'est  encore  que  facultative,  mais  le  premier  pas 
étant  fait ,  on  peut  espérer  que  bientôt  ces  calculs  seront 
obligatoires  surtout  pour  l'entrée  à  l'École  polytechnique. 


BIBLIOGRAPHIE. 


Discours  prononcé  a  la  distribution  des  prix  du  Lycéi 
Mongk,  le  13  août  1848,  par  M.  Vincent,  professeur 
de  mathématiques  spéciales,  in-8%  23  p. 

Le  nouveau  nom  imposé  au  Collège  Saint-Louis  a  inspiré 
naturellement  le  sujet  de  ce  discours.  Outre  la  Notice  histo- 
rique (de  Brisson,  Paris,  1818),  et  Y  Essai  historique  de 
M.  Charles  Dupin  (Paris,  1819),  l'auteur  a  eu  à  sa  dispo- 
sition des  notes  manuscrites  communiquées  par  la  famille  de 
Monge.  Aussi  des  renseignements  inédits  sur  la  vie  intime 
du  grand  géomètre  et  même  sur  ses  relations  avec  l'empe- 
reur, donne  à  ce  petit  écrit  un  assez  grand  intérêt.  Dans  la 
vie  privée ,  on  trouve  partout  l'honnête  homme  ;  c'est  que 
là  les  maximes  de  conduite  sont  généralement  connues ,  et 
admises  par  tous.  Malheureusement,  il  n'en  est  pas  de  même 
pour  la  vie  publique.  La  diversité  d'opinions  amène  des  diver- 
sités de  jugements  ;  aussi  un  des  acteurs  les  plus  illustres  de 
notre  révolution,  caractère  taillé  sur  l'antique,  l'immortelle 
Roland ,  s'est  exprimé  sur  Monge  en  termes  fâcheux  ,  pour 
elle,  à  ce  que  dit  le  savant  orateur  universitaire  ;  n'oublions 
pas  que  l'ardente  philosophe  était  chef  dans  le  parti  opposé  à 
celui  du  géomètre,  et  que  la  femme  est  morte  confessant  la 
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république  sur  l'échafaud  dressé  par  les  jacobins  ;  tandis  que 
l'ancien  jacobin  est  mort  stupidement  persécuté,  mais  noble 
comte,  fanatiquement  dévoué  à  Sa  Majesté  impériale.  Admi- 
rons celai  qui  a  réduit  en  corps  de  doctrine  les  procédés 
graphiques  des  arts;  qui  a  donné  l'interprétation  géomé- 
trique de  tant  d'équations  différentielles;  l'intégration  des 
lignes  de  courbures  de  l'ellipsoïde ,  et  tant  d'autres  magni- 
fiques théorèmes  ;  respectons  la  mémoire  d'un  des  prin- 
cipaux fondateurs  de  notre  École  polytechnique,  notre 
akna  mater.  Voilà  les  vrais  titres  de  Monge  à  la  recon- 
naissance de  la  postérité.  Le  reste  est  vulgaire,  appartient 
à  la  terre,  et  disparaît  dans  la  tombe.  D'ailleurs,  l'histoire 
nous  apprend  que  dans  la  vie  des  savants,  la  partie  politique 
eat  très-rarement  la  partie  brillante.  Heureux  si  rien  ne  la 
ternit.  Que  de  Bacons  pour  un  Franklin  ! 

Ce  discours  honnête,  mérite  qui  devient  rare,  est  terminé 
par  d'excellents  conseils  sur  les  dangers  du  socialisme;  con- 
seils qui  ont  déjà  été  promulgués ,  réduits  à  leur  plus  simple 
expression ,  il  y  a  trente-trois  siècles,  sur  la  cime  sinaique, 
en  ces  termes,  d'une  énergique  concision  :  non  furtum  fades: 
non  concupisces  domum  proximi  toi; non  desideràbis  uxorem 
qu$.  C'est  très-court  et  très-clair. 


THEOREMES 

Sur  le  point  de  moyenne  dislance. 

PAH,  M.  A.  WATBUT, 

Oflteier  d'Académie,  Directeur  de  l'école  primaire  supérieure  de  Soissons. 


Théorème.  I.  Soit  n  points  donnés  dans  l'espace  ;  qu'on 
prenne  le  centre  de  moyenne  distance  de  n— 1  de  ces  points  ; 


on  ptui  faire  cette  opération  »  foie;  on  aura  ainsi  *  nou- 
veaux points  dont  le  centre  de  moyenne  distance  est  lemétoe 
<|u6  celai  des  n  points  donnés. 

Démonstration,  Soient  jtp,  yp,  zp  les  coordonnées  dHm 
des  points  ;  donnant  è  l'indice  p  sucoeesivetaent  les  va- 
lent* 1 ,  9,  3....  n,  on  aura  ainsi  les  trois  n  coordonnées 
des  m  points  ;  les  coordonnées  dn  centre  de  moyenne  db- 

4  x/Vr»    tfyp     *>•  X     Y     S        . 

tance  sont  -^— £;  ZL±Lh  _i_z;  0u  —,—,-;    séparant 
n  n  n  n      n     h 

le  point  (x,,  j\>  a,);  le  centre  de  j»>  <*.  des  ***-!  pointe 

restants  a  pour  coordonnées -^  -'; <fou  il 

n?~»  I      fi-»*!      fi— 1 

résulte  que  le  centre  de  m.  «J.  des  n  nouveaux  pointa  a  pour 

«Orto.^,    «tS^     «==^-2.    «F^-S. 

C    Q.  F.  D. 

Corollaire  En  opérant  sur  les  nouveaux  pointa 
sur  les  premiers,  et  ainsi  de  suite,  le  centre  des  moje 
distances  des  points  donnés  est  le  point  limite. 

II.  Applications.  1°  /*  =  3;  les  milieux  des  côtés  da  pre- 
mier triangle  sont  les  so annote  do  second  triangle,  semblable 
au  précédent  et  dans  une  position  renversée.  2°  n=4  ;  points 
dans  un  même  plan  ;  le  second  quadrilatère  est  semblable  au 
premier  et  dans  une  position  inverse  ;  et  en  poursuivant  la 
mémo  opération  toas  les  sommets  homologues  sont  sur  une 
même  droite  ;  w  =  4  ;  les  points  sont  les  sommets  d'un  tétraè- 
dre; le  second  tétraèdre,  semblable  au  précédent,  dans  une 
portion  inverse  et  dont  les  sommets  sont  les  centres  de  gra- 
vité des  quatre  faces. 

3<>  n=5,  ne  présente  rien  de  remarquable;  mais  voici  an 
assez  curieux  Ihéorèmcdc  facile  démonstration. 

Théorème.  Dans  un  pentagone  on  peut  former  avec  les 
diagonales  deux  t»> stème*  de  triangles;  cinq  formés  par  une 


—  Us- 
diagonale  et  deux  côtés  et  cinq  formée  par  an  côté  et  deux 
diagonales;  si  Ton  cherche  les  centres  de  gravite  des  triangles 
de  l'an  des  systèmes  el  qu'^n  les  joigne  deux  à  deux ,  on  dé- 
termine un  nouveau  j  enta^one:  si  Ton  s'en  sert  pour  faire 
la  même  opération  en  employant  les  triangles  de  l'autre  sys- 
tème, on  obtient  un  troisième  pentagone  semblable  au  pre- 
mier et  placé  d'une  manière  inverse. 


CONSIDÉRATIONS 
sur  ém  rwmneê  éméqmalûms  nlgëbrkpAes. 

D'après  M.  Minding  de  Berlin  (Crelle,  t.  XX,  p.  îftS,  iM*). 


1 .  Définition  et  notation.  —  Soit  une  fouction  d'une  va- 
riable F(x)\  si  dans  le  développement  de  cette  fennltoa  M 
remplaça  *  par  Rr,  on  obtient  on  second  développttttU 
qn'on  écrit  FF(4r),  on  bien  F^r);  si  dans  ce  second  dévtlef* 
patent  on  remplace  encore  x  par  For,  on  obtient  FFF(j^ 
on  F£r);  c'est  ce  qu'on  nomme  des  fonctions  répété*. 

S.  Théorème.  —  Dans  une  équation  algébrique  dont  lç» 
racines  sont  des  grandeurs  quelconques  indépendante  les 
une*  dtt  antres,  tontes  les  racines  sont  des  fonctions  répitéu 
de  l'une  quelconque  d'entre  elles. 

Bémonsk-ùtUm.  Soient  xt,  *,.'...  xn  des  grandeurs  indé- 
pendantes qu'on  peut  considérer  comme  racines  de  l'équa- 
tion Xss/-  a**"1  -f  fcr*~" . . . .  **r  0  ;  ensuite  a  étant  une 
racine  primitive  de  l'éqpjilion  a1— 1  **  0  j  posons  : 


»> 


11!,=^.*,+ «,+«•*,+ .—tf, 

ntpffsxp  +a  «r.-J-aV.r,-}- «*"*•*• 


—  tu  - 

On  en  déduit,  en  faisant  p  =  a""', 

*r=î+K+r*. F-*.— 

n 

Faisons  **=*/>>  il  est  évident  que/?  dépend  d'une 

tkm  de  degré  1.2.3 n,  nombre  de  permutations  entre 

les  racines  5  mais  les  permutations  cycliques  donnent  ks 
mêmes  valeurs  pour  ;",  par  exemple  en  changeant  1  en  i, 

Sen3 et*  en  1  ;  t,  devient  o*f;  donc  l'équation  en  p  est 

la  puissance  n"""  d'une  polynôme  de  degré 

1.2.3 n —  l=i»; 

les  coefficients  font  des  fonctions  entières  de  a  9  6,c,  etc.,  et 
cette  équation  peut  encore  être  réduite,  comme  le  fait  voir  La- 
grange  dans  la  célèbre  note  XIII  (Résolution  des  équation  nu- 
mériques). Faisons  v  =n-'*+I  t/Jr*9  et  formons  l'expression 

X3+... a*-' **)-*; 

V  montera  aussi  au  degré  m.  Donc»  d'après  la  méthode  de 
Lagrange ,  on  peut  exprimer  vM  rationnellement  en  p  (t>. 1. 1, 
Hermite)  et  Ton  peut  toujours  faire  disparaître/»  du  déno- 
minateur ;  Ton  a  : 

V  =  À  +  Bp  +  Cp*+...Mp«*-i; 

A,  B,  C  sont  des  fonctions  rationnelles  de  a ,  b ,  c ,  et  l'équa- 
tion YfA=n— /*+1^/i-a*  donne  t^  =  wM-ty^ii»*;  les  expressioos 
des  racines  de  ci-dessus  deviennent  : 

n 
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etc. 

ou*,=/(0,  -r,=/(PO,  jr1=/p,0....*.=</tr"0 
et  or,  est  une  fonction  rationnelle  de  degré  n  —  1  en  t ,  et  de 
degré  m  —  1  enp. 

Les  équations  C—p  =  0  et  y\r) — .r,  =  0  ont  en  commun 
la  racine  tt,  et  pas  d'autres.  En  effet ,  toutes  les  racines  de  la 
première  de  ces  équations  sont  de  la  forme  SV„  /*  étant  un 
nombre  entier  compris  entre  0  et  n  ;  donc  si  la  racine  $H% 
appartenait  aussi  à  la  seconde  de  ces  équations ,  on  aurait 
f$Ptt) — x, =0  ou  Xp+x  =»  xt  ;  l'équation  donnée  aurait  donc 
des  racines  égales ,  ce  qui  est  contraire  à  l'hypothèse  ;  cher- 
chant donc  le  diviseur  commun  aux  deux  polynômes  f*  — p 
et/(/) — x,  on  trouve  tt =ty(xt),  où  +  est  une  fonction  entière 
de  degré  n  —  t  en  or,,  et  les  coefficients  sont  des  polynômes* 
en  p  de  degré  m  —  l  ;  les  coefficients  de  ces  polynômes  étant 
des  fonctions  rationnelles  de  a,  6,  c ,  etc. 

De  jr,=/[Ot  ona déduit*, =+(.20  ;  et  comme *,==/]£/,),  on 
en  déduira  |3/t = +(xj  ;  de  même  ptt=tyxù . . .  p*-/,  »  ^(xj, 
d'où  x%  =JWxJ9  x,  =/(**),  *,  «/(  W»J,  etc. 

Faisant/^**)  =  F(j>),  on  aura  • 
x%=F{xt),  x9  =  F(xJ  ....  x,  =  F{x^)t  xt  =F(j?J, 
ouar^ta),  xF=Ft(xl)...xn=FfJixl)i  x,=*Fn(xt)y  C.Q.F.D. 

Application.  Soit  l'équation  «r3 — 3&r  —  2c = 0, 
Slsjr.  +  ox.  +  a'o:,;  <*=/>, 
il  faut  former  l'équation 


fr-*»n  ^-^t^22)-». 


on  a  : 
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Démonstration.  Prenons  O  pour  pôle  et  M»* — Nz-f-F=0 
pour  équation  polaire ,  M  =  Asin'? +Bsin?c°ô?  +  Csin>  ; 
N  =  — Dsin<p  — Ecos?  et  OM=z;   ON=p;  OM,=  «", 
on  aura  : 

f  o  —  z')z"  =  az\z" —  p) ,  a  est  le  rapport  constant  ; 
ou 

z'z"(a  + 1)  =  p[a"(t  -  «>  +  a(J  +  *")] , 
ou 

F(.H-i)=p[MS"(a-i)+«N],  *''=F(;+?r;;N°; 

substituant  cette  valeur  dans  l'équation  de  la  conique,  il 
Tient: 

[«(F— Np)-fF]'— Np(a— l)[a(F— Np)-fF]+FMpa(a— i)*=0; 
passant  aux  coordonnées  orthogonales,  il  vient  : 
[a(F+l)y+E2:)+Fy  +  (a— 1)  [Dr+Erl[û(IV+Er+F)+F] 
+  F(a—  if  (A/+Rrr+Gr')  =  0. 


QUESTIONS. 

196.  La  somme  des  puissances  impaires  d'une  suite  de 
nombres  naturels,  de  0  à  n ,  est  divisible  par  n'(/i-|-f)'. 

(Jacobi.) 

197.  Une  tangente  à  une  conique  étant  interceptée  par 
deux  autres  tangentes  parallèles;  le  produit  des  segments 
formés  sur  la  première  tangente  par  le  point  de  contact ,  est 
égal  au  carré  du  demi-diamètre  parallèle  à  cette  tangente. 

(Hamilton.) 

198.  La  courbe  enveloppe  de  toutes  les  hyperboles  équi- 
latèrcs  concentriques,  et  qui  sont  coupées  orthogonalement 
par  une  même  droite,  a  pour  équation  : 

2       2      2 

xi  —  j  2  —  ,j2  =  3^3  &  y*  y   axps  rectangulaires. 

(Streb,;r.) 
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AVIS  IMPORTANT. 


Les  Nouvelles  Annales  viennent  d  achever  leur  septième 
année.  Les  suffrages  honorables  d'hommes  compétents  nous 
permettent  de  croire  que  nous  avons  été  de  quelque  utilité 
à  la  science  et  à  renseignement,  aux  professeurs  et  aux 
élèves,  double  but  que  nous  n'avons  jamais  perdu  de  vue. 
Notre  recueil  contient  de»  renseignements  instructifs  sous 
le  rapport  didactique  et  historique ,  sur  toutes  les  méthodes 
anciennes  et  nouvelles,  sur  les  théories  et  questions,  objets 
ordinaires  des  examens.  Toutefois,  dans  le  monde  intel- 
lectuel et  politique,  tout  s'avance  devant  nous.  Et  de  nos 
jours,  dans  les  sciences  surtout,  qui  s'arrête,  recule.  De  là, 
l'accroissement  continuel  chez  les  nations  civilisées  du  globe, 
des  productions  périodiques  qui  enregistrent  incessamment 
tous  les  progrès  du  jour.  Ainsi  l'Allemagne,  outre  le  Jour- 
nal de  Crelle ,  de  Poggendorf,  le  Journal  polytechnique  de 
Vienne,  les  Annales  d'astronomie  de  Schumacher,  s'est  en- 
core enrichie,  depuis  1845,  d'un  journal  consacré  aux 
sciences  exactes,  sous  ce  titre  :  Archiv  der  Mathematik  und 
Physik  mit  besonderer  Rucksicht  au f die  Bedurfnisse  der  Lehrer 
an  hohern  unterrichts  anstallen  :  herausgegeben  von  Johann 
August  Grunert ,  professor  an  Greifswald,  1845.  Archives 
des  Mathématiques  et  de  la  Physique,  ayant  égard  particu- 
lièrement aux  besoins  des  professeurs  aux  institutions  su- 
périeures, publiées  par  Jean  Auguste  Grunert,  professeur 
à  Greifswald.  L'Italie  possède  plusieurs  recueils  scienti- 
fiques où  les  Tortolini,  les  Chelini  déposent  leurs  beaux 
travaux  géométriques.  En  Angleterre,  outre  le  Journal  de 

Anr.  de  Matbémat.  vu.  29 
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mathématiques  de  Cambridge  et  de  Dublin ,  publié  par 
Thomson ,  et  qui  a  pour  collaborateurs  les  frères  Roberts, 
les  Hamilton,  les  Caylcy,  et  autres  grands  géomètres  con- 
temporains; outre  les  journaux  scientifiques  d'Oxford, 
d'Edimbourg,  il  y  a  encore  pour  la  partie  élémentaire  :  tke 
Mathematician ,  edited  by  Messrs.  Rutherford  and  Fenwick 
of  the  royal  military  academy  (1845,  vol.  1  et  2).  Le  Mathé- 
maticien publié  par  MM.  Rutherford  et  Fenwick  de  l'aca- 
démie royale  militaire.  Le  Journal  de  Dublin  vient  de  com- 
mencer une  seconde  série ,  et  le  mouvement  mathématique 
est  tellement  fort  chez  nos  voisins  au  delà  du  détroit ,  qu'on 
réimprime  une  seconde  édition  je  la  première  série.  La  géo- 
métrie surtout  ancienne  et  moderne  y  est  cultivée  avec  beau- 
coup d'ardeur.  On  y  voit  paraîtra  de  fréquentes  traductions 
d'Euclide  à  l'usage  des  classes  s  qui  en  France  achèterait 
une  telle  traduction?  Les  neuf  dixièmes  de  nos  élèves  igno- 
rent le  nom  d'Euclide,  et  on  compterait  facilement  le  nombre 
de  professeurs  qui  le  lisent.  Nous  possédons  un  seul  journal 
consacré  aux  parties  transcendantes  de  la  science  et  dirigé 
par  un  célèbre  géomètre ,  journal  qui  est  l'émule  de  celui 
de  Crelle;  mais  tandis  que  le  journal  prussien  jouit  de  la 
haute  protection  de  son  gouvernement,  celui  de  la  France 
est  bien  loin  d'avoir  joui  d'une  telle  protection  sous  le  gou- 
vernement déchu ,  au  contraire.  La  Republique  réparera- 
t-elle  les  torts  de  la  monarchie?  Peut-être.  Mais  la  justice 
nous  oblige  de  dire  que  l'ancien  gouvernement,  peu  avant 
sa  chute,  se  disposait  à  encourager  les  Nouvelles  annales  f*r 
des  souscriptions.  Ces  dispositions  bienveillantes  seront-elles 
maintenues  ;  nous  l'espérons. 

Quoi  qu'il  en  soit,  la  huitième  année,  nous  ferons  de  nou- 
veaux efforts  pour  mériter  l'approbation  du  public  géomètre  : 
nous  voulons  que  les  Nouvelles  Annales  deviennent  en  quel- 
que sorte  un  bureau  de  consultations  pour  ceux  qui  se  livrent 
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arec  amour  à  l'étude  de  la  sainte  doctrine.  Ainsi  tons  les 
professeurs  des  départements  et  de  la  capitale  pourront 
s'adresser  par  écrit  on  verbalement  aux  rédacteurs  pour 
obtenir  des  renseignements  bibliographiques  sur  l'objet  de 
leurs  investigations.  Dans  cette  même  vue,  nous  donnerons 
les  énoncés  mensuels  des  articles  des  journaux  étrangers 
ci-dessus  mentionnés,  et  avec  des  développements  pour 
ceux  qui  en  auraient  besoin. 

Les  élèves  abonnés  peuvent  nous  consulter  sur  les  dif- 
ficultés qu'ils  rencontreraient  dans  les  questions  d'examen  , 
et  nous  nous  engageons  à  leur  en  communiquer  la  solution. 

A  partir  de  janvier  1849,  on  devra  adresser  les  demandas 
d'abonnement  à  M.  Bachelier,  libraire,  quai  des  Augustins. 
Il  n'est  rien  changé  aux  conditions.  MM.  Carilian-Gosary 
et  Dalmont  (Victor),  anciens  éditeurs,  serviront  les  abonnés 
qni  ont  déjà  souscrit  chez  eux  pour  1849. 

On  donnera  toutes  facilités  pour  acquérir  les  volumes  qui 
ont  déjà  paru. 


THEOREMES  DE  GEOMETRIE  SPHÉRIQUE, 

PAR  M.  3TEEBOR. 


Il  existe  une  seconde  analogie  sur  la  sphère  avec  l'hyper- 
bole équilatére ,  savoir  :  nne  ellipse  sphérique ,  dont  le  petit 

axe  est  -  * ,  rapportée  au  centre  extérieur,  situé  sur  le  pro- 

longement  de  Taxe  le  plus  grand.  Voici  quelques  propriétés 
de  cette  conique,  que  nous  appellerons  hyperbole  équilatére 
sphérique  de  seconde  espèce. 
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I.  L'hyperbole  équilatère  sphérique  de  seconde  espèce  a 
pour  équation  polaire  centrale  : 

tang  "p  cos  2w = tang  V 

II.  En  désignant  par  «  l'arc  mené  du  centre  perpendicu- 
lairement an  grand  cercle, -tangent  à  l'extrémité  d'an  arc 
vecteur  quelconque  (p)  tiré  du  centre ,  on  aura  : 

tang  w  tang  p  =  tang  *«. 
Dans  une  hyperbole  équilatère  plane ,  si  Ton  mène  parle 
foyer  deux  cordes,  mutuellement  à  angles  droits,  l'une 
d'elles ,  terminée  d'un  côté  et  de  l'autre  par  la  même  branche 
delà  courbe,  sera  égale  à  l'autre,  comprise  entre  les  deux 
branches  opposées  semblablement. 

III.  Dans  une  hyperbole  équilatère  sphérique  de  seconde 
espèce ,  si  l'on  mène  par  le  foyer  deux  arcs  de  grands  cercles, 
mutuellement  à  angles  droits,  l'un  d'eux,  terminé  d'un  côté 
et  de  l'autre  par  la  môme  branche  de  la  conique ,  sera  égala 
la  partie  de  l'autre,  comprise  entre  les  deux  branches  op- 


Ce  dernier  théorème  admet  un  autre  énoncé ,  savoir  : 

IV.  Dans  une  ellipse  sphérique,  dont  le  petit  axe  est  -«, 

si  l'on  mène  par  le  foyer  deux  cordes  (arcs  de  grands  cercles), 
mutuellement  à  angles  droits,  leur  somme  sera  constante  et 
égale  à  *. 

Considérons  la  courbe ,  lieu  des  points  pris  sur  les  grands 
cercles  menés  du  centre  de  l'hyperbole  équilatère  sphérique 
de  l'espèce  dont  il  s'agit ,  perpendiculairement  aux  tangentes, 
de  manière  que  leurs  distances  au  centre  soient  divisées  en 
parties  égales  par  les  tangentes.  Elle  peut  être  évidemment 
regardée  comme  fournissant  une  analogie  avec  la  lemniscate 
de  Bernoulli.  En  la  nommant  donc  la  sphéro-lemniscate  de 
seconde  espèce,  on  aura  les  théorèmes  suivants,  qui  vont 
confirmer  cette  analogie. 
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Y.  La  sphéro-lemniscate  de  seconde  espèce  a  pour  équa- 
tion polaire  centrale  : 

tang  '-p  =  tang  "a  cos  2&>. 

VI.  Elle  coïncide  avec  (e  lieu  du  sommet  d'un  triangle 
aphérique,  dont  la  base  est  donnée  et  dont  le  produit  des 
tangentes  trigonométriques  des  demi-côtés  est  constant,  et 
égal  au  carré  de  la  tangente  trigonométrique  de  la  quatrième 
partie  de  la  base. 

VII.  La  base  du  triangle  dont  on  vient  déparier,  coïncide 
avec  la  distance  entre  les  foyers  contigus  des  branches  op- 
posées de  l'hyperbole  équilatère  sphérique,  de  laquelle  la 
sphéro-lemniscate  est  dérivée. 

On  sait  que  l'arc  de  la  lemniscate  de  Bernoulli  s'exprime 

par  une  fonction  de  première  espèce,  à  module  \/   - 
pareillement. 

VIII.  L'arc  de  la  sphéro-lemniscate  de  l'espèce  dont  il 
s'agit,  s'exprime  par  une  fonction  elliptique  de  troisième 


espèce,  à  module 


V4 


QUESTIONS 

proposées  au  concours  <F  admission  à  V École  normale  en  1848 
(r.  t.  VI,  p.  409). 

Sujet  de  composition  de  physique. 

Décrire  les  procédés  au  moyen  desquels  on  mesure  les 

températures  supérieures  à  celle  de  lebulli  lion  du  mercure. 

Un  ballon  à  col  effilé^  plein  d'air  ser .  pèse  107*, 53 2  à  la 


* 


y-  ï. 
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température  de  22°  et  sous  la  pression  O*.760;  le  même 
ballon  plein  d'eau  pèse  664«,550.  On  met  de  l'iode  et  on 
chauffe  à  la  température  de  185°  pendant  très-longtemps, 
puis  on  ferme  à  la  lampe  :  le  ballon  refroidi  pèse  alors 
1109,025  ;  on  casse  ensuite  la  p^nte  sous  le  mercure ,  et  on 
fait  passer  dans  une  éprouvette  graduée  l'air  restant  :  oa 
trouve  66  centimètres  cubes  d'air;  on  demande  la  densité  de 
l'iode.  On  donne  le  poids  d'un  centimètre  cube  d'eau  à  SB*  et 
le  coefficient  de  dilatation  de  l'air. 

Sujet  de  composition  de  mathématiques. 

V*  Question.  Exposer  la  théorie  des  foyers. 

2e  Question.  Trouver  les  conditions  d'équilibre  d'une  droite 
pesante  dont  les  extrémités  sont  assujetties  à  rester  sur  dtox 
droites  Gxes ,  dont  Tune  est  verticale.  [V.  p.  342.) 


RECTIFICATION 

relative  au  théorème  du  minimum  dans  le  triangle  {V.  p.  407). 


Ce  théorème  appartient  à  M.  Hossard  (P.),  capitaine 
d'état-major  au  dépôt  de  la  guerre  ;  il  l'avait  communiqué  à 
M.  Poudra,  chef  d'escadron  d'état-major,  en  y  joignant 
une  démonstration  analytique.  Le  savant  officier  supérieur, 
qui  a  trouvé  la  démonstration  synthétique,  m'avait  donné 
de  vive  voix  ces  renseignements,  que  j'ai  oublié  de  men- 
tionner. Nous  reviendrons  sur  le  travail  analytique  de 
M.  Hossard ,  qui  se  rattache  à  un  problème  fort  important  de 
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GRAND  CONCOURS. 


Mathématiques  élémentaires. 

(Fig.  49).  Soient  donnés  dans  le  plan  d'un  cercle  deux 
droites  parallèles  L  et  L'.  Par  on  point  M  pris  sur  l'une,  ■ 
on  mène  deux  tangentes  ao  cercle  qui  déterminent  sur 
l'antre  un  segment  AB  ;  on  joint  le  point  M  au  point  I , 
milieu  de  ce  segment ,  et  l'on  demande  de  démontrer  que 
toutes  les  droites,  telles  que  MI,  vont  concourir  en  un  mémt 
point. 

PAR  M.  JV&ZS  ORSKI, 

Né  le  2  août  1S3Q,  à  Paris, 
élève  interne  du  lycée  Monge,  classe  de  M.  Blgonrdan. 

Synthèse,  il  faut  démontrer  que  les  droites  telles  que  MIf 
remplissant  les  conditions  de  l'énoncé,  passent  toujours  par 
un  point  fixe.  Soit  le  cercle  o  placé  en  dehors  des  t)etut 
droites,  je  prends  des  points  tels  que  M ,  M',  sur  LL  qui  est 
la  parallèle  la  plus  éloignée  de  la  circonférence  donnée;  je 
joins  les  points  D  et  C,  où  les  lignes  MD,  MC  sont  tangentes 
à  la  circonférence  ;  DC  sera  la  polaire  du  point  M  par  rap- 
port au  cercle  o  :  c'est-à-dire,  qu'une  sécante  M  M' sera 
divisée  barmoniquement  au  point  M  et  au  point  où  die 
rencontrera  DC,  par  rapport  aux  points  H  et  H'  (théo- 
rème 1  ci-après).  Je  fais  la  môme  construction  pour  le  point 
M'  que  pour  le  point  Mj  je  joins  D'  à  C;  D' Casera  la 
polaire  du  point  M';  même  construction  pour  M",  etc. 
Mais  M,  M',  M"  étant  en  ligne  droite,  les  lignes  DC ,  VC 
doivent  passer  par  un  même  point  qui  est  le  pôle  de  la 
ligne  LL  (théorème  2).  Joignons  MP,  je  dis  que  cette 
ligne  passera  par  le  milieu  du  segment  AB,  c'est-à-dire  par 
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le  point  I.  Si  nous  prolongeons  DG  jusqu'à  sa  rencontre 
aveq  LLau  point  N,  la  ligne  NC  sera  divisée  harmonique- 
ment  anx  points  N,  D,  P,  C  puisque  P  est  le  pôle  de  LL  par 
rapport  au  cercle  o;  MN,MD,MP,  MC  est  un  système 
harmonique  ;  et  AB  étant  parallèle  à  LL  il  s'ensuit  que  AB 
est  partagée  en  deux  parties  égales  par  la  droite  MP  (théo- 
rème 3),  c'est-à-dire,  que  MP  passe  par  le  point  I  milieu 
de  AB.  c.  q.f.  d. 

Analyse.  Supposons  le  problème  résolu  puisque  AB  est 
parallèle  à  ML  et  que  AI  =  IB  ;  ML,  MD,  MP,  MG,  sera  un 
système  harmonique,  et  si  Ton  mène  la  ligne  CD,  cette  ligne 
prolongée  sera  divisée  harmoniquement ,  aux  points  N , 
D,  P,  G  (ceci  est  évident  d'après  le  théorème  3). 

Mais  DC  ligne  polaire  de  M  par  rapport  au  cercle  o  (théo- 
rème 1),  passe  par  le  pôle  de  LL  (théorème  2),  où  NDPC  est 
divisée  harmoniquement;  ce  pôle  n'est  donc  autre  chose  que 
le  point  P  où  MI  rencontre  DC.  On  peut  faire  le  même  rai- 
sonnement pour  tons  les  points  de  LL;  donc  toutes  les 
lignes  telles  que  MI,  M'T  passent  par  le  point  P  polaire 
deLL. 

Théorème  (1).  (Fig.  50.)  Soit  KOM  tel  que 
KM:MH::KP:PII, 

si  j'élève  au  point  P  une  perpendiculaire  ce  sera  le  lieu 
demandé,  car  la  circonférence  O  étant  le  lieu  des  points 
dont  la  distance  aux  points  P  et  M  est  proportionnelle  à 
HMrHP,  on  a  successivement 

PF:FM::PH:HM::PE:EM, 
d'où  FM:EM::PF:PE. 

Mais  IP  perpendiculaire  à  KM,  est  bissectrice  de  FPE  ; 
donc  PF:PE::FI:IE, 

donc  FM:ME::FI:1E, 
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mais  si  MF  se  rapproche  de  D,  le  rapport  continue  à  avoir 
lieu;  F,  I',  E',  se  rapprochant  sans  cesse,  à  la  limite  ils  se 
confondront  en  D,  et  DPC  sera  la  polaire. 

Théorème  2.  (Fig.  51.)  Si  DC  est  la  polaire  de  H,  MM' 
perpendiculaire  sur  OM  est  la  polaire  de  P  ;  car  menons 
JfPIM',  on  démontrera  presque  comme  dans  le  théorème  (1) 
que  NM':IM'::NP:PI; 

en  effet  NP:NM::PH:HM, 

PI:IM::PH:HM; 

NP:NM::PI:IM, 
et  par  suite  KM'  :  IM'  :  :  NP  :  PL 

Théorème  3.  (Fig.  52.)  Par  le  point  I  je  mène  une  ligne 
quelconque.  Dans  les  triangles  semblables  MHG  et  BIG, 
on  a  MH:BI::HG:IG, 

dans  les  triangles  semblables  KHM  et  KIA  ; 

on  a  MH:IA::HK:KI; 

mais  BI  =  I A  ; 

donc  HG:IG::RH:KI. 

La  réciproque  est  presque  semblable. 

HG:IG::HK:KI, 
d'où  Ton  tire  MH:BI::MH:IA. 

Discussion.  (1er  cas.)  Je  supposerai  que  le  cercle  roule  peu 
à  peu  vers  les  deux  droites  (Fig.  53). 

Quand  le  cercle  sera  tangent  ou  coupera  la  ligne  L'L', 
le  problème  restera  toujours  le  même;  car  on  aura  toujours 
le  faisceau  harmonique  MM',  MD,  MP,  MC.  Seulement  le 
segment  AB  et  le  point  I  peuvent  quelquefois  coïncider  avec 
DC  et  P  ou  se  trouver  au  delà. 

Si  la  circonférence  se  trouve  au  milieu  des  deux  lignes 
(Fig.  54),  il  n'y  a  encore  rien  de  remarquable  et  le  point  P 
se  trouve  entre  M  et  I. 
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(if  «is).  Supposons  que  la  circonférence  donnée  soit  tan- 
gente à  la  ligne  LL,  il  n'y  a  pas  alors  de  solutions  (Fig.  ftft). 

Le  segment  AB  devient  infini ,  car  le  point  A.  est  situé  à 
l'infini. 

Si  en  prenait  le  point  M' le  segment  aurait  ses  dera  peints 
chacun  i  l'infini. 

(3e  cas).  Si  le  cercle  conpe  la  ligne  LL',  le  problème  ait 
impossible  si  le  point  est  pris  dans  l'intérieur  dn  cssels, 
(Fig.#56.) 

S'il  est  à  l'extérieur,  la  construction  n'est  pas  en  défaut, 
seulement  le  point  P  n'est  plus  à  l'intérieur  du  cercle.  Jta 
reste  la  démonstration  est  identique. 

4>s,  (Fjg,  57.)  Si  |a  circonférence  est  tout  à  fait  exté- 
rieure, à  LL  on  retombe  presque  dans  le  lw  cas,  on  le  dé- 
montrerait aussi  directement.  Seulement  il  est  plus  simple 
de  mener  par  le  point  AI  une  parallèle  à  AB,  et  l'on  a 

A,I.:AI::IA:IB; 

et  la  démonstration  est  identique  à  la  première. 


THÉORÈME 

sur  le  cylindre  et  le  cône  circonscrits  à  une  sphère, 

PAR  M.  aiJIlLAEI)  (I*vit), 
Cher  de  l'institut  du  Verbe  incarné,  à  Lyon. 

Théorème.  Le  cylindre  circonscrit  à  une  sphère  est  moyen 
proportionnel  entre  la  sphère  et  le  cône  éqnilatéral  circon- 
scrit, tant  pour  les  surfaces  totales  que  pour  les  volumes. 
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MÉTHODE  RAPIDE  D^PPROXIMATION 

d$  la  rieùte  cubique  d'âpre*  leprofèsteur  Hill  (CreUe,  t.  II, 

p.  362). 

Soit  a  la  première  approximation  de  |a  racine  cubant 
de  N;  faisons 


et  ou  détermine   de  môme    a„   u4  ....   Ensuite  posons 

^=^yBy.y,y, 

Bsemple  : 

m      «  *  *  *  253  , 

N=2;  ,1  =  1;  u=v  «,-_-,  «^^jg^^.etc.; 

_5         _127.  7681**131 

•*>—  4;  ^«— 126;  y%~ 766U38785 
•Î>S      -5  127  7681*4131         ,    .        tK.    „,_.... 
^=t*i26-768l43878'  VMie  ia8qU *  ,8  20*'*  déChMte- 
Cette  méthode  est  indiquée  sans  démonstration. 


NOTE 

sur  le  théorème  de  la  transversale. 

I.  Notation.  Soit  un  polygone  de  n  côtés  ;  ep  un  qud- 
oonqne  des  côtés;  l'indice  p  prenant  les  valeurs  i ,  2, 3...  n9 
on  a  les  n  côtés.  Menons  une  transversale  coupant  chaque 
côté  en  deux  segments  ;  soient  s,T_iy  slp  les  deux  segments  du 
côté  cF,  additifs  ou  soustraetifs,  selon  que  leur  somme  ou 
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leur  différence  sera  égale  à  cy$  convenons  que  deux  seg- 
ments adjacents ,  ayant  en  commun  nn  sommet  du  polygone, 
Fan  aura  un  indice  pair  ffc  l'autre  un  indice  impair.  Cette 
convention  détermine  complètement  l'indice  de  chaque  seg- 
ment ;  cela  posé,  on  a  le  théorème  suivant 

II.  Théorème.  Un  polygone  de  n  côtés  étant  coupé  psr 
une  transversale,  le  produit  des  segments  d'indices  pairs  est 
égal  au  produit  des  segments  d'indices  impairs. 

Démonêtration.  Désignons  par  «f  l'an  des  quatre  angles 
que  bit  la  transversale  avec  le  côté  c,;  comme  il  ne  s'agira 
que  de  sinus,  on  peut  prendre  un  quelconque  de  ces  angles 
dans  le  quotient  du  produit  des  segments  d'indices  pairs  psr 
le  produit  semblable  d'indices  impairs.  Au  rapport  des  seg- 
ments -2-  on  peut  substituer  celui  des  sinus  -= — -F- ,  et  le 

quotient  ainsi  transformé ,  chaque  sinus  apparaît  une  lois  an 
numérateur  et  une  fois  au  dénominateur,  puisque  le  même 
angle  répond  à  deux  segments  d'un  même  côté ,  par  consé- 
quent l'un  pair  et  l'autre  impair;  donc,  etc. 

III.  Si  la  transversale  passe  par  un  sommet,  un  segment 
d'indice  pair  et  un  autre  d'indice  impair  devient  zéro,  et  le 

rapport  se  réduit  à  -. 

IV.  Soient  s^— *,,__,  =  cp,  d'où  -^P-  =1+-^-,  donc 

si  la  transversale  devient  parallèle  au  côté  cpJ  le  rapport 

-2-  devient  égal  à  l'unité  ;  le  rapport  des  produits  se  sim- 

plifle  et  ne  contient  plus  que  n — 1  rapports.  Le  polygone 
ayant  plusieurs  côtés  parallèles ,  si  la  transversale  est  paral- 
lèle à  ces  côtés ,  il  disparaît  de  chaque  terme  du  quotient 
autant  de  facteurs  qu'il  y  a  de  côtés. 
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nues ;  par  M.  Jacobi 118 

Élimination  entre  deux  équations  à  deux  inconnues;  par  M.  Jacobi.    .    .  US 

Suite  du  même  article 867 

Théorèmes  généraux  concernant  les  équations  d'un  degré  quelconque  entre 

un  nombre  quelconque  d'inconnues,  d'après  M.  Plucker 963 

Considérations  sur  les  racines  des  équations  algébriques  ;  par  ht.  Minding.  44 
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IV.  Géométrie  élémentaire. 

Aire  tfun  quadrilatère  quelconque  ;  par  M.  J.  G.  Dostor 'et 

Note  «nr  Pemploi  du  signe  +  et  du  signe— en  géométrie  ;  par  M.  A.  Haille- 

conrt. Si 

Le  nombre  des  points  Intérieurs  d'intersection  des  diagonales  d'un  poly- 
gone convexe  est  égal  au  nombre  des  sommets  pris  quatre  à  quatre;  par 

un  élève  de  Charlemagne il 

Réduction  au  postulatum  d'Euclide  de  ce  postolatum  de  géométrie  :  «  Deux 
droites  indéfinies  étant  situées  dans  un  même  plan,  si  la  première  a 
deux  points  situés  de  coté  et  d'autre  de  la  seconde,  elle  la  rencontre;  » 

par  M.  Breton  (de  Champ) 93 

Note  sur  cet  article;  par  M.  E.  Catalan 3M 

Note  sur  le  même  article  ;  par  M.  Bernard 391 

Note  sur  le  même  article;  par  M.  Breton  (de  Champ) 401 

Aire  du  quadrilatère  eirconscriptible ;  par  M.  J.C.  Dostor S9J 

Cubature  de  quelques  corps;  par  M.  Finck t4i 

Expression  de  faire  d'un  polygone  recti ligne  plan  ;  par  M.  Terquens.  .  •  34$ 
81  par  chaque  angle  d'un  triangle  on  mène  une  droite  qui  coupe  le  eoté 
opposé  en  deux  segments  proportionnels  aux  carrés  des  cotés  adjacents  v 
les  trois  droites  se  coupent  en  un  point  tel  que  la  somme  des  carrés  des 
distances  de  ce  point  aux  côtés  du  triangle  est  un  minimum ,  relativement 
à  la  même  somme  pour  d'autres  points  de  l'espace;  par  MM.  Hossard  (P.) 

et  Poudra 4*7 

Note  rectificative  de  la  solution  de  ce  problème.  Couper  un  triangle  par  une 
transversale  de  manière  que  trois  segments  non  consécutifs  soient  égaux; 

par  M.  Mention,  t.  VI ,  p.  398;  par  M  Mention 424 

Théorèmes  sur  le  point  de  moyenne  distance;  par  M.  "Watelet 44i 

Géométrie  sphérique;  par  M.  Strebor 135,  4M 

V.  Trigonométrie  reotiligne  et  trigonométrie  sphérufue. 

Tableau  des  signes  des  lignes  trigonométriques  dans  chacun  des  quatre 

quadrants;  par  M.  Henri  Maurice Î8S 

Note  sur  la  surface  du  triangulaire  sphérique  et  sur  l'ellipse  sphérique; 

par  M.  Vannson 14 

Suite  et  fin  du  même  article si 

Note  sur  le  même  sujet;  par  M.  Borgnet 147 

Suite  et  tin  du  même  article  de  M.  Borgnet 174 

Formules  de  Delambre  et  analogies  de  Neper,  déduites  immédiatement  des 

formulé!  fondamentales  de  la  trigonométrie  sphérique,  d'après  M.Crelle; 

par  M.  Terquem 232 

VI.  Géométrie  analytique  A  deux  dimensions. 

Par  tout  point  d'une  conique  passent  quatre  cercles  osculateurs  ;  les  quatre 
points  d'osculation  sont  sur  une  même  circonférence;  par  M.  0.  Ter- 
quem  il 

Soient  MT,  M'T'  deux  tangentes  menées  par  le  point  M  A  une  ellipse  dont 
les  foyers  sont  F,*";  si  l'on  prend  sur  ces  tangentes  des  longueurs  MO. 
M'O',  respectivement  égales  aux  distances  MF,  M'F',  la  droite  OCr*  est 
égale  au  grand  axe  de  l'ellipse  ;  par  M.  Gérono 61 

Propriétés  d'une  conique  ou  circonscrite  ou  inscrite  à  un  pentagone  quel- 
conque; par  M.  0.  Terquem IOS 

Même  article;  par  M.  Paul  Serret.  . 109 

Des  courbes  sur  lesquelles  un  point  pesant,  sans  vitesse  initiale,  emploie 
pour  descendre  jusqu'au  point  le  plus  bas  un  temps  donné  par  une  fono- 
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tion  algébrique  de  la  hauteur;  par  M.  Louis  Aoust 137 

Si  m  droites  se  coupent  tn  un  point  dans  le  plan  d'une  courbe  algébrique 
de  degré  m ,  et  que  leurs  rencontres  réelles  ou  imaginaires  arec  la  courbe 
soient  distribuées  deui  à  deui  à  égale  distance  de  ce  point,  ce  point  est 

un  centre;  par  M.  Breton  (de  Champ) iS7 

1°  Si  deux  des  côtés  AB,  AG  d'un  triangle  ABC  inscrit  à  une  conique,  plvo- 
tent  constamment  autour  des  points  fixes  P,  P1,  le  troisième  côté  BC  en- 
veloppera une  conique  doublement  tangente  à  la  proposée  suivant  la 
droite  PP*  des  pirots. 
2°  Un  triangle  ABC  est  inscrit  dans  une  hyperbole  quelconque  ;  les  déni 
côtés  AB,  AC  sont  constamment  parallèles  à  deux  directions  données;  le 
troisième  côté  BC  enveloppera  une  seconde  hyperbole  ayant  mêmes 

asymptotes  que  la  première  ;  par  M.  Paul  Serret 196 

Note  sur  les  rosettes;  par  M.  Brassine 309 

Note  sur  cet  article  ;  par  M.  Breton  (de  Champ) 369 

Plusieurs  théorèmes  nouveaux  sur  le  quadrilatère  et  le  pentagone  inscrits 

à  une  conique;  .par  M.  Paul  Serret 214 

Plusieurs  théorèmes  sur  les  normales  des  coniques;  par  M.  de  Pisloris.    .    246 

Note  sur  le  même  article;  par  M.  Mention 2S1 

Si  une  droite  touche  aux  points  P,  R  respectivement  deux  hyperboles  équl- 
latères  qui  ont  le  même  centre  0  et  qui  se  coupent  en  0,  les  trois  dis- 
tances OP,  OQ,  OR  formeront  une  proportion  continue  ;  par  M.  Mention.    25 1 
Notes  sur  l'hyperbole  equilalére  circonscrite  à  un  triangle  et  sur  la  para- 
bole inscrite  à  un  triangle  ;  par  M.  Mention 252 

Note  sur  le  même  article;  par  M.  Terquem 253 

Discussion  d'une  conique  donnée  par  une  équation  enveloppe  ou  aux  or- 
données linéaires  de  Placier,  et  application  des  problèmes  sur  les  enve- 
loppes des  cordes  de  coniques  ;  par  M.  Terquem 277 

Suite  delà  théorie  des  rapports  projet  tifs,  sinussiques,  segmentaires,  sphé- 

riques,  triangulaires,  pyjamidaux;  par  M.  Terquem.  (Voir  t.  VI,  p.  68.).    212 
Nouvelle  méthode  analytique  pour  la  détermination  des  coordonnées  des 
foyers  et  des  longueurs  des  axes  de  coniques  douées  décentres;  par 

M.  Paul  Serret. 307 

Suite  des  relations  d'identité  et  équations  fondamentales  relatives  aux 
lignes  du  second  degré,  théorie  des  polaires  réciproques  (cet  article  re- 
monte à  chacun  des  volumes  précédents);  par  M.  Terquem 308 

Note  du  même  article  ;  par  le  même 409 

Mener  à  une  conique  donnée  une  normale  par  le  seul  emploi  de  la  règle  et 

du  compas;  par  M.  B.  Catalan 332 

Note  sur  cet  article  ;  par  M.  B.  Catalan $96 

Théorie  générale  des  pôles  et  polaires  et  polaires  conjuguées  des  lignes  et 

surfaces  du  second  ordre;  par  M.  Lentbéric  (neveu) 352 

Suite  et  fln^i  même  article 377 

Théorème  aTNewton  sur  les  asymptotes;  par  M.  Lebesgue 38S 

Note  sur  cet  article  ;  par  M.  Terquem 422 

Propriétés  du  triangle  formé  par  trois  arcs  d'hyperboles  équilaléres  con- 
centriques ou  par  des  paraboles  confocales  ;  par  M.  Terquem 393 

Note  sur  la  détermination  analytique  des  foyers  dans  les  coniques  ;  par 

M.A.J.  H.V 402 

Théorème  hémographique  sur  les  coniques ,  c'est-ê-dire,  si  dans  le  plan 
d'une  conique  on  mène  par  le  point  Qxe  0  une  sécante  rencontrant  la 
conique  aux  points  M  et  M',  le  lieu  des  points  N  pris  sur  la  droite  de  sorte 

que  le  rapport  harmonique  — — -—  soit  constant,  est  une  seconde  co- 

MOX  NM 

nique  ;  par  M.  Terquem 442 


—  472  — 

Théorème  sur  la  transversale 4St 

VXXi  Géométrie  analytique  à  trois  dimensions. 

Discussion  d'une  surface  du  quatrième  degré  donnant  une  râleur  appro- 
chée du  radical  \  x%Jt  y  ;  par  M.  Terquem 3f 

Trouver  le  lieu  des  droites  OM  telles  que  la  somme  des  angles  COM ,  COU 
soit  constante,  OC  et  OC  étant  deux  droites  fixes;  par  M.  Lebesgue.  .    .    il* 

Si  par  le  sommet  d'un  cône  du  second  degré  on  mène  des  perpendiculaires 
aux  plans  tangents ,  on  a  un  nouveau  cône  du  second  degré  ;  et  si  l'équa- 
tion du  premier  est       cot  ax+coffcy  —  x- —  0, 
celle  du  second  est       Ung'ax'+tang2^"— x1— 0; 
d'où  l'on  conclura  que  le  premier  cône  est  supplémentaire  du  second  ; 
par  M.  Lebesgue s  ...    153 

Dans  toute  surface  gauche  du  second  degré,  la  somme  des  distances  des 
différent»  points  d'une  même  ligne  de  courbure  à  une  trajectoire  ortho- 
gonale quelconque  des  génératrices  rect il  ignés  du  premier  système  et  i 
une  trajectoire  orthogonale  quelconque  des  génératrices  rectilignes  du 
second  système,  a  constamment  la  même  valeur;  par  M.  Ossian  Bonnet.    SSi 

Propriétés  du  tore  de  M.  Villarceao  ;  par  M.  Terquem 34s 

Note  sur  l'équation  qui  donne  les  axes  principaux  des  surfaces  A  centre  du 
second  degré  ;  par  M.  Lebesgue 404 

VIII.  Statistique  et  mécanique. 

Conditions  d'équilibre  de  quatre  forces  P,  Q,  8,  T  situées  ou  non  situées 
dans  un  même  plan,  mais  non  appliquées  en  un  même  point;  par  M.  E. 

Catalan M 

Note  sur  la  théorie  du  parallélogramme  articulé  de  Watt;  par  M.  Vincent.     64 

Notes  sur  cet  article  ;  par  M.  Babinet 256 

Et  par  M.  Vincent 259 

Note  sur  le  centre  des  forces  non  parallèles;  par  M.  Mœbius 179 

Note  sur  cet  article  relative  au  plan  central  et  à  Taxe  central  ;  par  M.  De- 

ladereere 222 

Théorème  sur  le  centre  de  gravilé  ;  par  M.  Heinem 2*3 

Moments  d'inertie  d'un  arc  de  cercle  et  d'une  surface  sphérique  par  rap- 
port à  un  point;  d'après  M.  Loballo 2S5 

La  fonction  des  forces,  désignée  habituellement  par  LX  +  MY+NZ,  repré- 
sente le  sextuple  de  la  somme  des  tétraèdres  ayant  pour  arêtes  opposées 
les  droites  qui  représentent  en  grandeur  et  en  direction  les  forces  P,  P\ 

P"....,  ces  droites  étant  prises  deux  à  deux;  par  M.  E.  Catalan 294 

1°  Une  force  quelconque  peut  toujours  être  remplacée  par  six  forces  appli- 
quées selon  les  six  arêtes  d'un  tétraèdre. 
2»  Lorsque  n  forces  se  font  équilibre  cl  qu'une  droite  en  rencontre fn — i), 
elle  rencontre  la  niàmef  car  la  somme  de  leur  moment,  par  rapport  a  la 
droite,  étant  nulle ,  ainsi  qee  les  plus  courtes  distances  des  (n—  i)  pre- 
mières forces  à  cette  droite,  il  faudra  que  la  plus  courte  distance  entre 
la  nième  et  la  droite  soit  aussi  nulle;  par  M.  Deladereere 341 

IX.  Mathématiques  infinitésimales. 

/•*       «—i 
Note  sur  l'intégrale  définie  \    - — -  <fc,  «  étant  compris  entre  0  et  2»; 

JO  t  +  X  +2 

par  M.  Dienger 201 
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SOLUTIONS  DIS  QUESTIONS  PROPOSEES. 
X.  Algèbre  élémentaire. 

Une  droite  étant  oMvhée  en  m  parties  égales  par  des  points  rongea  et  en  n 
parties  égalef  par  des  points  noirs,  trouver  la  plus  petite  distance  entre  nn 
point  noir  et  un  point  rouge  ;  par  M.  A.,  Vachette.  [Prob.  173,  t,  VI,  p.  455].      Il 

Démontrer  l'identité  suivante,  n  étant  quelconque  : 

•  «  (a  +•  y-  (o  +  «  \a^a  +  a  +  aj  +  a  +  o^....  +  a     yi  (a  +  e^....  +  a\  — 

—  a  a      /o+o      >  +  /a+a      \a      (a +a     +  a      \  + 
n  n— iV  n       n— *'      \   n       «— «/    n— »\  n       n— «       n— •/ 

-Wo+a      ....  +  a  \a(a  +a      ....  +  a  +  a\;  * 

par  M.  Paul  Serret.  (F'otrt.  IV,  p.  183) IW 

P  étant  la  limite  de  la  fraction  continue  a.a  +  b:b  +  c:c  +  d:  <f  +  etc.,  et 

Q  étant  la  limite  de  la  fraction  continue  a  :  6  +  b  :  e  +  c  :  d  +  etc. ,  on  a 

P(a+Q+i)«-o+Q;  parM.  J  Murent.  [Prob.  I85,t.  Vll,p.239).  .    .    .    300 

p  étant  un  nombre  premier  impair,  a  et  6  deux  nombres  premiers  entre 

of  +  ftP 

eux  ;  a+  b  et —  ne  peuvent  avoir  d'autre  facteur  commun  que  p  ; 

o+  b 

si  a* +6*  est  divisible  par  p*,  alors  a +  6  est  divisible  par  p9";  mêmes 

propriétés  lorsqu'un  des  nombres  a,  6  devient  négatif;  par  MM.  Mention 

et  Gilles  (Lucien).  [Prob.  184,  t.  VII;  p.  239] aOT 

XX.  Algèbre  supérieure. 

A  '         A  *                   A  * 
L'équation   — —  +  — —  +  ....  +  — B  —  o  a  toujours  *  racines 

dP— Ai       X— U%  X—O* 

réelles,  si  Ai,  A» ....  An  ;  o,,  a, ....  a,,  et  B  sont  des  quantités  réelles;  par 

M.  Gilles  (Lucien).  [Prob.  186,  t.  Vil,  p.  240] •    «S* 

Soient  l-/(x,y)  *  — F(x,y),  d'où  a:  —  ?(«*,<)  y  —  <K«,0.  ont: 

les  fonctions  accentuées  étant  les  dérivées  par  rapport  aux  Tariables 

écrites;  par  M.  J.  Murent.  [Prob.  189,  t.  VU,  p.  240] 29S 

Solution  du  même  problème;  par  M.  Jernais.  .   .    .    . 338 

Solution  du  même  problème;  par  M.  Loxbay 338 

XXX.  Géométrie  élémentaire. 

ABCDE  étant  un  pentagone  plan  représentons  par  a,  6,  y,  cT,  fies  aires 
des  triangles  ABC,  BCD,  CDE,DEA,  EAB  etparS  l'aire  du  penta- 
gone, démontrer  que  •* 

*   S»—  S(«  +  6+y+cT+t)  +  xC+6y+ydl+<r«  +  tie—  0; 

parM.  PaulSerret.  [Probl.  162;  t.VI,  p.  272] M 

Même  question,  par  M.  Legallois SI 

Deux  polygones  sont  semblables  lorsqu'ils  sonlcirconscriptibles  et  qne  les 
distances  des  centres  des  cercles  inscrits  aux  sommets  sont  proportion- 
nelles et  semblablement  placées;  par  M.  Lucien  Gilles.  [Probl.  1,  t.  I, 

P-  122] ai 

Étant  données  deux  circonférences  dans  le  même  plan ,  A  un  point  sur 
la  première  circonférence  et  B  un  point  sur  la  seconde ,  trouver  sur 
l'axe  radical  des  deux  circonférences  un  point  C  tel  qu'en  menant  les 
sécantes  G  A ,  CB,  elles  coupent  les  circonférences  en  deux  points  D,E,de 
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manière  que  la  droite  DE  soit  à  angle  droit  sur  Paie  radical  ;  par  M.  A. 
Mannheiro.  [Probl.  67,  I.XI,  p.  S27] m 


tV.  Géométrie  analytique  A  deux 

Le  lien  géométrique  des  projections  orthogonales  du  centre  de  la 
niscate  de  Bernouilly  sur  ses  tangentes  a  pour  équation  polaire  : 


*i=i,coï(H: 


par  M.  Paul  Serret.  [Probl.  1G6,  t.  VI,  p.  394] M 

abc,  ABC,  étant  deux  triangles  recti lignes  situés  dans  le  même  plan, les 

ab      ût 
quatre  sommets  h,  e,  B,  C,  étant  fixes  on  donne  la  relation  — =— — 

AB     AG 

constante  —  —  ;  si  le  sommet  a  décrit  une  ligne  plane  algébrique  di- 
tn 

visée  par  la  droite  be  en  deux  parties  égales  et  symétriques,  le  sommet 

A  décrira  une  ligne  du  même  degré .  divisée  en  deux  parties  égalée  et 

symétriques  par  la  droite  BG,  par  M.  Paul  Serret.  [Probl.  17© ,  t.  VI, 

p.  454] M 

a,  b,e,d,  ABCD  étant  deux  tétraèdres,  les  six  sommets  *,*,<*,  B,  C,D  de- 

ub      ac      orf  i 

meurent  fixes  on  donne  la  relation  —     — —  —  —  constante  —  — . 

AB      AG      AD  s» 

Si  le  sommet  •  décrit  une  surface  algébrique  divisée  par  le  plan  ht  à 
en  deux  parties  égales  et  symétriques ,  le  sommet  A  décrit  erae  surface 
algébrique  divisée  de  même  par  le  plan  BCD  en  deux  parties  égales 
et  symétriques;  par  M.  Paul  Serret.  { Probl.  171,  t.  VI,  p.  455].    .    toi 

Étant  donnée  la  longueur  d'un  arc  et  celle  de  sa  corde  trouver  le  rayon; 
par  M.  Em.  La  Congé.  [Probl.  1 72,  i  VI ,  p.  455] 103 

Soient  A, A'  deux  points  d'une  ellipse  AN,  A'«N  deux  normales  se  ren- 
contrant en  N ,  n ,  et  n'  les  grandeurs  de  ces  normales,  p  et  p'  les  dis- 
tances du  centre  aux  tangentes  passant  par  A,  A',  d  le  demi-diamètre 
parallèle  à  la  corde  A  A'  on  a  i°  np .{.  n'p'=  2d»;  2e  si  Ton  mène  les  deux 
autres  normales,  passant  par  N  on  a  »p+»/p'-fn"p"+n'"p'"— constante; 
3©si  A'  se  reunit  à*  A  on  a  np—d*,  d'où  n  est  le  rayon  de  courbure;  4<>  cette 
dernière  expression  s'applique  au  rayon  de  courbure  d'une  ligne  de 
courbure  de  l'ellipsoïde,  d  étant  le  deiui-diamétre  parallèle  à  la  tangente, 
par  M.  Mention.  [Probl.  161,  t.  VI,  p.  272] Ht 

Note  sur  cet  article  par  M.  Lebesgue 225 

Donner  une  discussion  complète  du  lieu  géométrique  d'un  point,  tel  que, 
si  de  là  on  mène  les  tangentes  à  deux  cercles  égaux  donnés,  leur  rec- 
tangle soit  constant;  par  M.  Legallois.  [Probl.  m,  t.  VII ,  p.  45].    .    .    126 

Suite  et  fin  du  même  article ni 

Par  le  foyer  d'une  ellipse  on  mène  deux  cordes  rectangulaires,  dans  le 
cercle  décrit  sur  le  grand  axe  comme  diamètre.  Les  deux  cordes  sont 
égales  à  deux  diamètres  conjugués  dans  l'ellipse;  si  par  le  cenire  on 
mène  dans  le  cercle  un  diamètre  parallèle  à  l'une  des  cordes,  il  est  par- 
tagé par  l'autre  corde  en  deux  segmenis  égaux  aux  rayons  vecteurs  qui 
vont  du  foyer  aux  extrémités  d'un  des  diamètres  conjugués  dans  l'ellipse: 
par  M.  B.  Jaufioid.  jProhl    173,  t.  Ml ,  p.  To] i" 

Cinq  points  sont  situés  dans  un  plan  et  tels  que  trois  ne  sont  pas  en  ligne 
droite.  11  y  en  a  toujours  quatre  sommets  d'un  quadrilatère  convexe. 
Par  ces  quatre  points  on  mène  deux  paraboles;  la  conique  passant  par 
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les  cinq  points  est  t©  une  parabole,  si  le  cinquième  point  eut  ter  fane 
"des  deux  paraboles  ;  20  une  hyperbole,  si  le  cinquième  point  eet  eau* 
l'Intérieur  ou  bore  des  deux  paraboles  ;  3»  une  ellipse,  si  le  cinquième 
point  est  dans  l'intérieur  d'une  parabole  et  hors  de  l'autre;  par  M.  Jules 

Leserrre.  [Probl.  179,  t.  VII,  p.  75] 177 

La  courbe  lieu  géométrique  des  sommets  de  toutes  les  parabeles  tangentes 
à  un  cercle  donné  et  ajant  pour  foyer  commun  un  point  fixe  sur  la 
circonférence  du  même  cercle  a  pour  équation  polaire  : 
1       1 


r»-o»co.(2); 


par  M.  N.  Emery.  [Probl.  175,  t.  VII ,  p.  45] 1M 

La  somme  des  lignes  obtenues  en  projetant  les  longueurs  de  deux  nor- 
males comprises  entre  leurs  points  de  concours  et  les  points  où  elles 
rencontrent  rectangulairement  la  parabole,  sur  les  rayons  recteurs  de 
ces  points  est  égale  A  la  corde  focale  parallèle  à  la  droite  qui  les  joint; 
par  M.  Mention  (théorème  analogue  a  celui  161,  t.  VI,  p.  272).  .  .  .  2ne 
Quel  est  le  plus  grand  angle  que  Ton  puisse  inscrire  dans  une  longueur 
donnée  d'une  courbe  du  second  degré.  [Probl.  4 ,  t.  I"A  p.  123),  par 

M.  Breton  de  Champ] feo 

Seconde  solution  de  ce  problème  :  soient  m',  m",  m'"  trois  points  d'une 
ellipse;  menons  par  les  points  m',  m"  des  tangentes  A  cette  courbe, 
Supposons-les  se  couper  en  T  ;  joignons  le  point  m"  au  point  s»"'  et  par 
le  point  T  menons  une  sécante  parallèle  à  la  corde  m",  m"'  ;  cela  lait , 
si  l'en  joint  le  point  m"'  au  premier  point  at%  la  ligne  de  jonction  m"', 
•V,  passe  au  milieu  de  la  corde  interceptée  su/  la  séeanle  ptrfnt  du 
point  T  et  parallèle  à  m",  m1";  par  M.  Manhekn.  [PreW.  151 ,  t.  VI , 
p.  *4«) «   s*t 

▼.  Géométrie  analytique  à  trois  dimettrione. 

(e«+lf +ei)i+ fa'*+è,y+e'x)t+(è''eî  +  e',w+e''*)'t-.  é», 

les  axes  étant  rectangulaires ,  cet  deux  équations  sent  eeUesdeeeax 
ellipsoïdes  égaux,  par  M.  Tb.  Loxhay.  [Probl.  US,  L  VII,  p.  240].    .    .   Ut 

QUESTIONS  D'EXAMEN. 

I.  Géométrie  élémentaire. 

Soient  donnés  dans  un  cercle  une  corde  KK'  et  un  diamètre  ùîy  perpendi- 
culaire à  cette  corde.  D'un  point  0  de  la  circonférence  on  mène  deux 
lignes  aux  extrémités  du  diamètre  et  deux  lignes  aux  extrémité!  de  la 
corde.  Démontrer  que  la  somme  des  projections  des  deux  premières 
lignes  sur  l'une  OK  des  deux  autres,  est  égale  A  cette  même  ligne  OK, 
et  qne  la  différence  de  ces  mêmes  projections  est  égale  A  l'autre  ligne  OK', 
c'est-à-dire  que  d ,  d'  étant  les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  des 
extrémités  du  diamètre  sur  la  droite  OK ,  on  a 

10  Od+Oa?-OK,  2*  Od-OsT-OK'. 

[Question  du  concours  général  de  1847  en  mathématiques  élémentaires]; 
solution  du  i«  prix  ;  par  M.  Sarell  (Richard) ■! 
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IX.  Géométrie  analytique  à  deux  dimension». 

Trouver  la  longueur  d'une  corde  divisant  la  surface  d'an  cercle  donné 
dans  un  rapport  donné  ;  construire  géométriquement  l'équation  du  pro- 
blème ;  par  M.  O.  Terquem Il 

Un  triangle  PQR  étant  circonstril  à  un  cercle,  on  ferme  nn  second  triangle 
A,B,  G  dont  les  sommets  sont  les  milieux  des  côtes  du  premier.  Des  som- 
mets du  second  triangle  on  mène  au  cercle  les  tangentes  Aa,  Bo,  Ce,  qui 
rencontrent  respectivement  en  a,  i,  c  les  côtés  opposés  à  ces  sommets. 
Démontrer  que  ces  trois  points  sont  en  ligne  droite  et  voir  si  le  théorème 
a  également  lieu  lorsque,  A  la  place  du  cercle  inscrit,  on  prend  une 
section  conique  tangente  aux  trois  côtés  du  triangle. 

[Question  du  concours  général  de  1847  en  mathématiques  spéciales]; 
solution  analytique;  par  M.  V.  Prévotel sf 

On  donne  sur  un  plan  un  nombre  quelconque  de  points  A.  B,  C...  ;  par  une 
origine  fixe  O  choisie  à  volonté  sur  ce  plan ,  on  mène  un  nombre  infini 
de  droites ,  et  sur  chacune  d'elles  on  porte  une  longueur  OM  réciproque- 
ment proportionnelle  A  la  racine  carrée  de  la  somme  des  carrés  des 
perpendiculaires  abaissées  sur  cette  droite  des  différents  points  A,B,  C... 
On  demande  :  i°  Le  lieu  des  points  M  obtenus  de  celle  manière;  2*  s'il 
est  toujours  possible,  les  points  A,  B, G...  restant  fixes,  de  choisir  l'ori- 
gine Ode  telle  sorte  que  ce  lieu  devienne  une  circonférence;  3© examiner 
si  la  courbe  cherchée  est  toujours  fermée  pour  toutes  les  positions  du 
point  O  ;  par  M.  Jubé  ^Eugène}  ;  question  proposée  au  concours  d'admis- 
sion à  l'école  normale  en  1847.    .    . 101 

Du  sommet  A  de  l'angle  droit  BAC  on  mène  une  droite  quelconque;  des 
points  B,  G  on  abaisse  sur  celle  droite  les  perpendiculaires  BP,  CQV 

trouver  le  lien  des  points  M.  de  ces  droites  pour  lesquels  AM  —  AP  x  AQ 
(Composition  écrite  en  1847)  ;  par  M.  Le  Gallais 137 

Lieu  des  projections  du  sommet  d'une  conique  sur  toutes  ses  tangentes; 
par  M.  Le  Gallais 234 

Lieu  géométrique  du  centre  d'un  cercle  langent  aux  côtés  d'un  triangle  in- 
scrit dans  une  circonférence;  par  M.  Adrien  La  fond iiS 

n  courbes  situées  dans  le  même  plan  sont  parcourues  chacune  par  un 
point  matériel  de  masse  connue;  on  donne  la  loi  du  mouvement  de  la 
projection  de  chacun  de  ces  points  sur  une  droite  ;  trouver  le  lieu  géo- 
métrique du  centre  de  gravité  de  ces  masses  ;  par  M.  Terquem.    ...    319 

Trouver  l'aire  d'une  sinussoide;  par  M.  Terquem AU 

Note  sur  les  lieux  géométriques  polaires;  par  M.  Terquem 437 

III.  Statique. 

Déterminer  la  position  d'équilibre  d'une  tige  pesante  MM',  de  longueur  /  et 
de  poids  P,  dont  les  extrémités  sont  assujetties  à  rester  sur  deux  droites 
fixes,  dont  l'une  est  verticale  et  l'autre  dans  une  direction  quelconque; 
par  M.  Dieu 342 

IV.  Questions  à  résoudre. 

N««175,  176,  177 45 

N°»  178,  179 7S 

Plusieurs  théorèmes  de  géométrie  sphêrique  ,  proposés  par  M.  Strebor.  .  i3S 
Théorème  sur  les  rayons  vecteurs  des  coniques,  propose  par  M.  Lucien 

Gilles 137 

Exercices  sur  les  équations  irrationnelles  rendues  rationnelles,  d'après 

M.  Forslemann,  À  Dantzig i*« 


# 
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N"  180,  181,  182 •    •"•?*■    .     ...  «SI 

No  |&3 ' ""- '   •    ."    .....  158 

Théorème  sur   les  axes  de  l'ellipse  et  de  l'hyperbole,  proposé  par 

M.  A.  Mannheim 'u  ;    .    ,    ....  232 

«••184,  185.     .    .    » ■".'  .    .    «  *%*,•    .  239 

N«  186,  187,  188,   189,  190 :......*.     i^V.Î?     •     •  240 

Formules  de  trigonométrie •  -s*  ...  209 

Énoncé  de  la  composition  du  grand  concours  do  1848  en  mattfématiques 

spéciales  et  en  mathématiques  élémentaires.  ' .    •    •    •    •    .    *    .    288,  {17 
Compositions  écrites  pour  l'admission  à  l'école  polyteetaio^e  J8D  1848, 

composition  de  Paris SIS 

Concours  d'agrégation  en  1848 338 

N*«  191,  192,  193,  194,  195 36 

No.  196.  197,  198,  199 448 

Avis  important 449 

Concours  d'admission  à  l'École  normale  en  1848 458 
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ERRATA. 


TOME  I  (Sixième  mpplimnt). 

*'       *' 
Pag«  49a»  ligne  10,  en  lemonlUk  — ,  Uses  :  •.  ^ 

1» 

Page  494*  ligne  I0>  en  descendant,  — 4Ï*N,  lises  :  +ALR. 
Page  494'  ^gne  10,  en  descendant,  —  4^'*  liseM  •'  +  4^'. 

TOME  II  (Cinquième  supplément). 

Page  3o6\  ligne  14.  en  descendant.  Ex",  lises  t  Ejf. 
Page  435,  ligne    4»  en  remontant.  II*,  lises  .*  i6R'. 

TOME  V  (Deuxième  supplément). 

Page    41*  ^gne  Ht  en  remontant,  des,  Uses  :  dn, 

Page    80,  ligne  12,  en  descendant,  \ +tsmg**Xi  lises  :  i+tang'x. 

Page  5o6t  ligne    3,  en  descendant,  m  ,  lises  st. 

TOME  VI  (Premier  supplément). 

—  A'  Â        fi 

Page  127,  ligne    8,  en  remontant,  — — -  —  aB.  lises:  — -^ — «^. 

A  *p  A         A 

n 

Page  127,  ligne    5,  en  remontant,  — B,  lises*  — ~. 

A 

B 
Page  127,  ligne    3,  en  remontant,  — B,  lises  t  — —. 

B 

Page  128,  ligne  10,  en  descendant,  B,  lises  t  -. 

A 

Page  128,  ligne  12,  en  descendant,  B ,  lises  9  -.. 

tome  vn. 

Page      8,  ligne  11,  en  remontant,  dx\  lises:  dxt.  ^ 

Page      9,  ligne  10,  en  descendant,   aCx  +  JEjy  +  Es  ,    lises  s 

2&r'  +  B,r,H-Ea'. 
Page     i5,  ligne    4*  en  descendant,  arce,  lisent  ace.  '£? 

Page    21,  ligne  i3t  on  remontant,  des,  &'*•$.(  de. 


» 

* 


■1 


i 


a* 


•  .    *       ■ 

Page    3o,  ligne    6»  tû  descendant,  e*+ *•  Itast  r™T# 

Page    3i,  ligna  la,  en  descendant,  qaantité,  lises  i 

Page    3^,  ligne  -  4»  *n  descendant,  carrés ,  Uses  t  carré. 

Page  ia?,  ligne  14»  en  descendant,  R\  lises  t  m*. 

Page  j44»  ligoa    4*  en  descendant,  a5,  Jt***  .•  a5sVa. 

Page  166,  ligne  14,  en  descendant,  des,  lises  t  d*. 
«Page  1O0,  ligne    3,  en  remontant,  «+t+i«*#,  tôt*  *  «v+t+t** 

Page  160,  ligne    9,  en  descendant,  «M,  Uses  t  «§,§. 

Page  169,  ligne    7,  en  descendit,  questions  ^  lises  t  éqaatîons. 

Page  186,  ligne    7,  endescejÉHs,  des,  lises  s  Un. 

Page  186,  ligne    8»*an  de^csnllit,  Ëûseeatfx,  ftaf*  faitceaa. 

Page  201,  ligne  i3/w  descempnt,  a*",  ffr«  *  ***. 

Page  ao4»  ^gne    *•  en  remontant,  ara*,  Jfras  «  a:**. 

Page  ao4,  ligne    3,  en  remontant,  xa*,  Uses  *  x1*. 

Page  ao7,  ligne    8,  en  descendant,  première,  lises  #  corde. 

Page  aïo,  ligne    3<  en  remontant,  (x* +/")•,  lises  s  (*"+/*)'•. 

Page  a63,  ligne-.  ,ê»  en  ren^JBtant,réqaaUonsf  /«•«  *  inconnues. 

Page  377,  ligne    3,  en  descendant ,  ordonnées,  lises  s  coordon- 
nées. 

Page  a£3,  ligne    7,  en  descendant,  point  matériel.  Uses  *  pots* 
-  *  -'«natériels. 

Page  a83,  ligne    5,  a^ftremontant,  su,  lises  t  Sw* 

Page  a88,  ligne    7*.  sjn  remontant,  »+i ,  lises  *  r+i. 
*   Page  a88,  UgA    k,  1m  remontant,  x"-M*,  Uses  t  «•"•M. 
'  Page  3i  1,  ligne    8,  en  remontant,  f ,  fbe*  /  ?. 
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